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기하.indb   3 23. 1. 4.   오후 1:50



정답과 풀이

O

AH

-2

10

y

x

x=-2

F

yÛ =8x

초점이	F(2,	0)이고	원점을	꼭짓점으로	하는	포물선의	방

정식은	yÛ`=8x이고,	이	포물선의	준선의	방정식은	x=-2

이다.

점	A에서	준선에	내린	수선의	발을	H라	하면	포물선의	정

의에	의하여

AHÓ=AFÓ=10

이때	점	A의	좌표를	(a,	b)`(a>0,	b>0)이라	하면	a=8

이고,	점	A가	포물선	yÛ`=8x	위의	점이므로	

bÛ`=64

b>0이므로	b=8

즉,	A(8,	8)

따라서	직선	AF의	기울기	k는	

k= 8-0
8-2=;3$;

이므로	30k=30_;3$;=40

	 	40

1

O

P
P'

H
H'

-3

y

x

x=-3

F

A(6, 4)

yÛ =12x

포물선	y Û`=12x의	초점은	F(3,	0)이고,	준선의	방정식은	

x=-3이다.

2

x Û`-8x=4y에서	(x-4)Û`=4(y+4)

포물선	(x-4) Û`=4(y+4)는	포물선	x Û`=4y를	x축의	방

향으로	4만큼,	y축의	방향으로	-4만큼	평행이동한	것이다.

포물선	xÛ`=4y의	초점의	좌표는	(0,	1)이므로	포물선	

(x-4) Û`=4(y+4)의	초점	F의	좌표는	

(0+4,	1-4),	즉	(4,	-3)

따라서	OFÓ="Ã4Û`+(-3)Û`=5

	 	②

3

y=;2!;x+k를	yÛ`=8x에	대입하면

{;2!;x+k}Û`=8x

;4!;xÛ`+(k-8)x+k Û`=0	 	 yy	㉠

x에	대한	이차방정식	㉠의	판별식을	D라	하면

D=(k-8) Û`-4_;4!;_k Û`=-16k+64

D>0일	때,	즉	k<4일	때	직선과	포물선이	서로	다른	두	

점에서	만나므로	f(k)=2

D=0일	때,	즉	k=4일	때	직선과	포물선이	접하므로	

f(4)=1

D<0일	때,	즉	k>4일	때	직선과	포물선이	만나지	않으므

로	f(k)=0

따라서	
10
Á
k=1
	f(k)=2_3+1+0_6=7

	 	②

4

포물선01

10 40	 20 ④	 30 ②	 40 ②	 50 ①

60 ①	

본문 5~9쪽
유제

점	P에서	준선에	내린	수선의	발을	H라	하면	포물선의	정

의에	의하여

PFÓ=PHÓ

또	점	A에서	준선에	내린	수선의	발을	H'이라	하면

PFÓ+PAÓ=PHÓ+PAÓ¾AH'Ó

그러므로	PFÓ+PAÓ의	값이	최소가	되도록	하는	점	P,	즉	

점	P'은	선분	AH'과	포물선이	만나는	점이다.

이때	점	P'의	y좌표가	4이므로	

4Û`=12x에서	x=;3$;

즉,	P'{;3$;,	4	}

따라서	삼각형	AP'F의	넓이는

;2!;_{6-;3$;}_4=;;ª3¥;;

	 	④
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O FB

y

x

yÛ =4x
A(xÁ, yÁ)

포물선	yÛ`=4x의	초점은	F(1,	0)이다.

점	A의	좌표를	(xÁ,	yÁ)`(xÁ>0,	yÁ>0)이라	하면

포물선	yÛ`=4x	위의	점	A(xÁ,	yÁ)에서의	접선의	방정식은	

yÁy=2_1_(x+xÁ),	즉	yÁy=2(x+xÁ)

그러므로	B(-xÁ,	0)이고,	점	B의	x좌표가	-3이므로

-xÁ=-3에서	xÁ=3

이때	점	A(xÁ,	yÁ)이	포물선	yÛ`=4x	위의	점이므로	

yÁÛ`=4_3=12

yÁ>0이므로	yÁ=2'3
따라서	A(3,	2'3)이므로	삼각형	ABF의	넓이는	

;2!;_4_2'3=4'3

	 	①

5

O

C
B A

y

x

yÛ =-4x yÛ =ax

두	직선	AC,	BC의	기울기를	각각	mÁ,	mª라	하면

mÁmª=-;8!;	 	 yy	㉠

포물선	yÛ̀ =-4x에	접하고	기울기가	mª인	직선의	방정식은	

y=mªx+-1
m2

이	직선이	점	C(0,	4)를	지나므로	

- 1
m2

=4,	mª=-;4!;

mª=-;4!;을	㉠에	대입하면	mÁ=;2!;

포물선	yÛ`=ax에	접하고	기울기가	;2!;인	직선의	방정식은	

y=;2!;x+
;4A;

;2!;
,	즉	y=;2!;x+;2A;

이	직선이	점	C(0,	4)를	지나므로	;2A;=4

따라서	a=8

	 	①

6

본문 10~11쪽

1 ③	 2 ①	 3 ③	 4 20	 5 ④	

6 ⑤	 7 ②	 8 ③

기초 연습1Le

vel

H

x=-1

O F-1

y

x

yÛ =4xA

포물선	yÛ`=4x의	초점은	F(1,	0)이고	준선의	방정식은	

x=-1이다.

즉,	AFÓ=3	OFÓ=3_1=3

점	A에서	준선에	내린	수선의	발을	H라	하면	포물선의	정

의에	의하여

AHÓ=AFÓ=3

점	A의	좌표를	(xÁ,	yÁ)`(xÁ>0,	yÁ>0)이라	하면

AHÓ=3이므로	xÁ+1=3에서	xÁ=2

yÁÛ`=4xÁ=8에서	yÁ>0이므로	yÁ=2'2
따라서	A(2,	2'2)이므로	
OAÓ=¿¹2Û`+(2'2)Û`=2'3
	 	③

1

초점이	F(3,	2)이고	준선의	방정식이	x=-1인	포물선의	

꼭짓점의	좌표는	(1,	2)이므로	이	포물선은	초점이	점		

(2,	0)이고	직선	x=-2가	준선인	포물선	yÛ`=8x를	x축의	

방향으로	1만큼,	y축의	방향으로	2만큼	평행이동한	것이다.

즉,	포물선의	방정식은	(y-2)Û`=8(x-1)

yÛ`-4y-8x+12=0

따라서	a=-4,	b=-8,	c=12이므로	

a+b+c=(-4)+(-8)+12=0

	 	①

2

xÛ =4ay

O

y

x
-a y=-a

FA

HÁ Hª

B
3
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포물선	yÛ`=ax의	초점은	FÁ{;4A;,	0}이다.

yÛ`-8y=ax에서

yÛ`-8y+16=ax+16,	즉	(y-4)Û`=a{x+ 16
a }

포물선	(y-4) Û`=a{x+ 16
a }은	포물선	y Û`=ax를	x축의	

방향으로	- 16
a
만큼,	y축의	방향으로	4만큼	평행이동한	것

이므로	포물선	(y-4)Û`=a{x+ 16
a }의	초점	Fª의	좌표는	

{;4A;- 16
a
,	4}이다.

점	Fª가	y축	위의	점이므로	;4A;- 16
a =0,	 16a =;4A;,	aÛ̀ =64

a>0이므로	a=8

따라서	두	포물선의	방정식은	각각	yÛ`=8x,	yÛ`-8y=8x이

고	FÁ(2,	0),	Fª(0,	4)이므로

FÁFªÓ	Û`=(0-2)Û`+(4-0)Û`=20

	 	20

포물선	yÛ`=ax의	초점은	FÁ{;4A;,	0}이다.

포물선	y Û`-8y=ax는	원점	O를	지나고,	이	포물선과	y축

의	교점을	구하기	위해	yÛ`-8y=ax에	x=0을	대입하면

yÛ`-8y=0,	y(y-8)=0

y=0	또는	y=8

즉,	포물선	yÛ`-8y=ax는	y축과	서로	다른	두	점에서	만나

고	원점이	아닌	점을	A라	하면	A(0,	8)이다.	이때	포물선	

y Û`-8y=ax의	초점	Fª가	y축	위에	있고,	이	포물선은	점	

Fª를	지나고	x축에	평행한	직선에	대하여	대칭이므로	

Fª(0,	4)이다.

4

점	(4,	b)가	포물선	yÛ`=ax	위의	점이므로

bÛ`=4a	 	 	 yy	㉠

yÛ`=ax=4_;4A;_x이므로	포물선	yÛ`=ax	위의	점	(4,	b)

에서의	접선의	방정식은	

by=2_;4A;_(x+4),	y= a
2b (x+4)

이	직선의	기울기가	1이므로

a
2b=1에서	b=;2A;	 	 yy	㉡

㉡을	㉠에	대입하면

a2

4 =4a,	aÛ`-16a=0,	a(a-16)=0

a>0이므로	a=16

㉡에서	b=8

따라서	a+b=16+8=24

	 	④

5

포물선	y Û`=8(x-k)는	포물선	y Û`=8x를	x축의	방향으로	

k만큼	평행이동한	것이다.

이때	yÛ`=8x=4_2_x이므로	기울기가	;3@;이고	포물선	

yÛ`=8x에	접하는	직선의	방정식은

	y=;3@;x+ 2

;3@;
,	즉	y=;3@;x+3	 	 yy	㉠

구하는	직선의	방정식은	직선	㉠을	x축의	방향으로	k만큼	

평행이동한	직선의	방정식과	같으므로	y=;3@;(x-k)+3

6

초점이	F(0,	a)이고	원점을	꼭짓점으로	하는	포물선의	방

정식은	x Û`=4ay이고,	이	포물선의	준선의	방정식은	

y=-a이다.

두	점	A,	B에서	준선에	내린	수선의	발을	각각	HÁ,	Hª라	

하면	포물선의	정의에	의하여

AFÓ=AHÁÓ=;2!;+a,	BFÓ=BHª Ó=;2(;+a

이때	ABÓ=AFÓ+BFÓ=8이므로	

{;2!;+a}+{;2(;+a}=8,	2a+5=8

따라서	a=;2#;

	 	③

OFª Ó=AFªÓ=4이므로	포물선의	정의에	의하여	포물선	

yÛ`-8y=ax의	준선의	방정식은	x=-4이고,	포물선	

yÛ`-8y=ax의	꼭짓점을	B라	하면

BFª Ó=;2!;_4=2에서	B(-2,	4)

B

-2O

Fª

A
8

4

y

x
x=-4

yÛ -8y=ax

점	B는	포물선	yÛ`-8y=ax	위의	점이므로

4Û`-8_4=-2a,	a=8

따라서	FÁ(2,	0)이므로

FÁFªÓ	Û`=(0-2)Û`+(4-0)Û`=20
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yÛ =ax

O F
h

15;;2;;

y l

x

A

포물선	yÛ`=ax의	초점은	F{;4A;,	0}이다.

점	A의	좌표를	(xÁ,	yÁ)이라	하면	tan`h=;2!;이므로	xÁ>0,	

yÁ>0이다.

포물선	yÛ̀=ax	위의	점	A(xÁ,	yÁ)에서의	접선	l의	방정식은	

yÁy=2_;4A;_(x+xÁ)

즉,	yÁy=;2A;(x+xÁ)	 	 yy	㉠

tan`h=;2!;이므로	직선	l의	기울기가	 ;2!;이고,	㉠에서	직선	

l의	기울기가	 a
2y1
이므로	

a
2y1

=;2!;에서	yÁ=a

7

즉,	y=;3@;x-;3@;k+3	 	 		 	 	 	 yy	㉡

직선	㉡이	원점을	지나므로	

0=-;3@;k+3,	;3@;k=3

따라서	k=;2(;

	 	⑤

주어진	직선은	기울기가	;3@;이고	원점을	지나므로	이	직선의	

방정식은	y=;3@;x

y=;3@;x를	포물선의	방정식	yÛ`=8(x-k)에	대입하면

;9$;xÛ`=8(x-k)

xÛ`-18x+18k=0	 	 yy	㉠
직선과	포물선이	접하므로	이차방정식	㉠의	판별식을	D라	

하면	D=0이어야	한다.

즉,	
D
4 =9Û`-18k=0

따라서	k=;2(;

yÛ =2x

H
A

O F

y

x

x=-;2!;

초점이	F{;2!;,	0}이고	꼭짓점이	원점인	포물선의	방정식은

yÛ`=4_;2!;_x=2x이고,	준선의	방정식은	x=-;2!;이다.

8

이때	점	A(xÁ,	yÁ)은	포물선	yÛ`=ax	위의	점이므로	

yÁÛ`=axÁ에서	aÛ`=axÁ,	xÁ=a

즉,	A(a,	a)

따라서	AFÓ=®É{a-;4A;}Û`+a Û`=;4%;a이므로

;4%;a=;;Á2°;;에서	a=6

	 	②

점	A의	좌표는	다음과	같은	방법으로도	구할	수	있다.

tan`h=;2!;	이므로	포물선	yÛ`=ax	위의	점	A에서의	접선의	

기울기는	;2!;	이다.	

이때	포물선	yÛ`=ax에	접하고	기울기가	 ;2!;	인	접선은	포물

선	위의	제1사분면에	있는	점에서	만난다.	즉,	점	A는	포물

선	yÛ`=ax	위의	제1사분면에	있는	점이고,	이때	점	A의	좌

표를	(xÁ,	yÁ)`(xÁ>0,	yÁ>0)으로	놓으면

yÁÛ`=axÁ	 yy`㉠

포물선	yÛ`=ax에	접하고	기울기가	;2!;	인	접선의	방정식은

y=;2!;x+
;4A;

;2!;
,	즉	y=;2!;x+;2A;

점	A(xÁ,	yÁ)이	이	직선	위의	점이므로	

yÁ=;2!;xÁ+;2A;	 	 yy`㉡

㉡을	㉠에	대입하면

{;2!;xÁ+;2A;}Û`=axÁ,	;4!;(xÁ+a)Û`=axÁ,	(xÁ-a)Û`=0

즉,	xÁ=a

㉠에서	yÁÛ`=a Û`이고,	yÁ>0이므로	yÁ=a

그러므로	A(a,	a)

정답과 풀이  7
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정답과 풀이

x Û`-4x-8y+k=0에서

x Û`-4x=8y-k,	xÛ`-4x+4=8y-k+4

즉,	(x-2) Û`=8{y- k-4
8 }

포물선	(x-2) Û`=8{y- k-4
8 }는	포물선	x Û`=8y를	x축

의	방향으로	2만큼,	y축의	방향으로	 k-4
8 만큼	평행이동한	

것이다.

이때	포물선	xÛ̀ =8y의	초점의	좌표가	(0,	2)이고	준선의	방

정식이	y=-2이므로	포물선	(x-2) Û`=8{y- k-4
8 }의	

초점	F의	좌표는	{2,	2+ k-4
8 }이고	준선의	방정식은	

y=-2+ k-4
8 이다.

O

F

2

P

H

H'

y

x

k-4(x-2)Û =8{y-;;;;;8;;;;}

k-4y=-2+;;;;;8;;;;

k>4이므로	포물선	(x-2) Û̀ =8{y- k-4
8 }	위의	임의의	

점	P에	대하여	점	P의	y좌표는	양수이고,	이때	점	P에서	

준선에	내린	수선의	발을	H'이라	하면	포물선의	정의에	의

하여	PFÓ=PH'Ó이므로	PFÓ>PHÓ이기	위해서는	PH'Ó>PHÓ

이어야	한다.

즉,	준선이	x축보다	아래쪽에	있어야	하므로	

-2+ k-4
8 <0에서	 k-4

8 <2,	k<20

이때	k>4이므로	가능한	자연수	k는	5,	6,	7,	y,	19이고,	
그	개수는	15이다.

	 	④

2

포물선	yÛ`=4x의	초점은	F(1,	0)이고,	준선의	방정식은	

x=-1이다.

B

D

E

x=-1

O

y

x

yÛ =4x

A

C

F

CFÓ=a`(a>0)이라	하면	BCÓ=3a

점	C에서	준선에	내린	수선의	발을	D라	하면	포물선의	정의

에	의하여	CFÓ=CDÓ=a

포물선의	준선이	x축과	만나는	점을	E라	하면	두	삼각형	

BDC,	BEF가	서로	닮음이므로	

BFÓ̀ :`EFÓ=BCÓ`:`DCÓ=3`:`1

즉,	4a`:`2=3`:`1에서	a=;2#;

1

본문 12~13쪽기본 연습2Le

vel

10④	 2 ④	 3 17	 4 ⑤	 5 6

6 ②	

점	A에서	준선에	내린	수선의	발을	H라	하면	포물선의	정

의에	의하여

AHÓ=AFÓ=;2%;

점	A의	좌표를	(xÁ,	yÁ)`(xÁ>0,	yÁ>0)이라	하면

xÁ-{-;2!;}=;2%;에서	xÁ=2

yÁÛ`=2xÁ=4에서	yÁ>0이므로	yÁ=2

즉,	A(2,	2)

이때	직선	AF의	기울기는	 2-0

2-;2!;
=;3$;이므로	기울기가	;3$;

이고	포물선	yÛ`=2x에	접하는	직선의	방정식은	

y=;3$;x+
;2!;

;3$;
,	즉	y=;3$;x+;8#;

따라서	이	직선의	y절편은	;8#;이다.

	 	③

직각삼각형	BEF에서	BFÓ=4_;2#;=6이므로

BEÓ="Ã6Û`-2Û`=4'2
즉,	점	A의	y좌표가	4'2이므로	점	A의	x좌표를	xÁ이라	하면

32=4xÁ에서	xÁ=8

그러므로	A(8,	4'2)
따라서	삼각형	ABF의	둘레의	길이는	

FAÓ+ABÓ+BFÓ=2ABÓ+BFÓ

=2_{8-(-1)}+6

=18+6=24

	 	④
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기하.indb   8 23. 1. 4.   오후 1:50



HÁ

Hª
O

A

F

E

D

C

y

x

x=-2

yÛ =8x

포물선	yÛ`=8x의	초점은	F(2,	0)이고,	준선의	방정식은	

x=-2이다.

AFÓ̀ :`CFÓ=4`:`1이므로	CFÓ=k`(k>0)이라	하면	

AFÓ=4k

4

FÁ

Fª

Pª PÁ

B

A

OH

y

x

x=-3

포물선	PÁ:	yÛ`=12x의	초점은	FÁ(3,	0)이고,	준선의	방정

식은	x=-3이다.

포물선	Pª:`(y-b) Û`=4p(x-a)는	포물선	y Û`=4px를	x

축의	방향으로	a만큼,	y축의	방향으로	b만큼	평행이동한	것

이므로	포물선	Pª의	초점	Fª의	좌표는	(p+a,	b)이고	준

선의	방정식은	x=-p+a이다.

FÁAÓ=AFª Ó=4이므로	점	Fª는	직선	x=-3	위에	있음을	

알	수	있다.

점	A의	좌표를	(xÁ,	yÁ)	(xÁ>0,	yÁ>0)이라	하면

xÁ=-3+4=1

점	A(xÁ,	yÁ)이	포물선	yÛ`=12x	위의	점이므로	

yÁÛ`=12xÁ=12

yÁ>0이므로	yÁ=2'3
즉,	A(1,	2'3)이고	Fª(-3,	2'3)
그러므로	b=2'3,	p+a=-3	 	 	yy	㉠
점	Fª에서	x축에	내린	수선의	발을	H라	하면	사각형	

AFªBFÁ이	등변사다리꼴이므로	BHÓ=2

즉,	B(-5,	0)

이때	FªBÓ=4이므로	포물선의	정의에	의하여	포물선	Pª의	

준선의	방정식은	x=-1임을	알	수	있다.

즉,	-p+a=-1	 	 	 yy	㉡
㉠,	㉡을	연립하여	풀면	a=-2,	p=-1

따라서	aÛ`+b Û`+pÛ`=(-2)Û`+(2'3)Û`+(-1)Û`=17

	 	17

3 두	점	A,	C에서	준선에	내린	수선의	발을	각각	HÁ,	Hª라	

하면	포물선의	정의에	의하여

AHÁÓ=AFÓ=4k,	CHª Ó=CFÓ=k

이므로	두	점	A,	C의	x좌표는	각각	4k-2,	k-2이다.

또	두	점	A,	C에서	x축에	내린	수선의	발을	각각	D,	E라	

하면	D(4k-2,	0),	E(k-2,	0)

이때	삼각형	AFD와	삼각형	CFE는	서로	닮음이고	그	닮

음비가	4`:`1이므로	DFÓ`:`EFÓ=4`:`1에서

(4k-4)`:`(4-k)=4`:`1

16-4k=4k-4,	k=;2%;

즉,	D(8,	0),	E{;2!;,	0}이고,	A(8,	8),	C{;2!;,	-2}이다.

한편,	포물선	yÛ`=8x	위의	점	A(8,	8)에서의	접선의	방정

식은

8y=2_2_(x+8),	y=;2!;	(x+8)

즉,	B(-8,	0)

OB

A

F

C

y

x

yÛ =8x

E

D

따라서	삼각형	ABC의	넓이는	삼각형	ABF와	삼각형	

CBF의	넓이의	합과	같으므로

;2!;_BFÓ_ADÓ+;2!;_BFÓ_CEÓ

=;2!;_10_8+;2!;_10_2=50

	 	⑤

O

R

Q P

y

lÁ

lª

y=k

x

yÛ =12x

yÛ =4x

두	점	P,	Q의	좌표를	구해	보자.

yÛ`=4x에	y=k를	대입하면	kÛ`=4x에서	x= kÛ`
4

즉,	P{ kÛ`4 ,	k}

5
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정답과 풀이

y Û`=ax-8=a{x-;a*;}이므로	포물선	y Û`=ax-8은	포물

선	yÛ`=ax를	x축의	방향으로	;a*;만큼	평행이동한	것이다.

이때	포물선	yÛ̀=ax-8의	초점의	좌표는	{;4A;+;a*;,	0}이므로

;4A;+;a*;=3에서	 aÛ`+32
4a =3

a Û`-12a+32=0,	(a-4)(a-8)=0

a=4	또는	a=8

즉,	aÁ=4,	aª=8이므로

PÁ:`yÛ`=4(x-2),	Pª:`yÛ`=8(x-1)

포물선	PÁ은	포물선	yÛ`=4x를	x축의	방향으로	2만큼	평행

이동한	것이므로	꼭짓점의	좌표는	(2,	0)이고	준선의	방정

식은	x=1이다.

1

본문 14쪽

10③	 2 ⑤	 3 80

실력 완성3Le

vel

h

OE

B

AC
D

y

x

x=-p
yÛ =4px

포물선	yÛ`=4px의	초점의	좌표는	(p,	0)이고	준선의	방정

식은	x=-p이다.

점	A에서	준선에	내린	수선의	발을	D,	준선이	x축과	만나

는	점을	E라	하자.

∠ACB=∠BAD=h이고,	조건	(가)에서	tan`h=2이므

로	직선	AB는	기울기가	2이고	포물선	y Û`=4px에	접하는	

직선이다.	이때	직선	AB의	방정식은	

y=2x+;2P;	 yy`㉠

점	A의	좌표를	(xÁ,	yÁ)	(xÁ>0,	yÁ>0)으로	놓으면	포물

선	yÛ`=4px	위의	점	A(xÁ,	yÁ)에서의	접선의	방정식은

yÁy=2p(x+xÁ),	즉	y=
2p
yÁ x+

2pxÁ
yÁ 	 yy`㉡

6

㉠과	㉡은	같은	직선이므로

2p
yÁ =2에서	yÁ=p

2pxÁ
yÁ =

p
2 에서	xÁ=

p
4

즉,	A{ p4 ,	p}

한편,	CDÓ=k	(k>0)으로	놓으면	조건	(가)에	의하여

ADÓ=CDÓ	tan`h=2k,	BDÓ=ADÓ	tan`h=4k

조건	(나)에	의하여	삼각형	ABC의	넓이는

;2!;_BCÓ_ADÓ		=;2!;_(BDÓ+CDÓ)_ADÓ	 	

=;2!;_5k_2k=5k Û`

즉,	5k Û`=
125
4 에서	k=;2%;

ADÓ=xÁ-(-p)=
p
4 +p=;4%;p이고,	ADÓ=2k=5이므로

;4%;p=5에서	p=4

따라서	점	C의	y좌표는

CDÓ+DEÓ=;2%;+4=;;Á2£;;

	 	②

yÛ`=12x에	y=k를	대입하면	kÛ`=12x에서	x= kÛ`
12

즉,	Q{ kÛ`
12
,	k}

포물선	yÛ̀=4x	위의	점	P{ kÛ`4 ,	k}에서의	접선	lÁ의	방정식은

ky=2_1_{x+ kÛ`
4 },	즉	y=;k@;	x+;2K;

포물선	yÛ`=12x	위의	점	Q{ kÛ`
12
,	k}에서의	접선	lª의	방정

식은

ky=2_3_{x+ kÛ`
12 },	즉	y=;k^;	x+;2K;

두	직선	lÁ,	lª의	y절편이	;2K;로	같으므로	R{0,	;2K;}

이때	PQÓ= kÛ`
4 - kÛ`

12 = kÛ`
6
이고,	삼각형	PQR의	넓이가	

9이므로

;2!;_ kÛ`
6 _{k-;2K;}=9에서

;2!;_ kÛ`
6 _;2K;=9,	kÜ`=6Ü`

따라서	k>0이므로	k=6

	 	6

10  EBS 수능특강 수학영역 l 기하
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O
A

F
B

y

x

(y-b)Û =8(x-a)

HÁ

Hª

포물선	(y-b) Û`=8(x-a)는	포물선	y Û`=8x를	x축의	방

향으로	a만큼,	y축의	방향으로	b만큼	평행이동한	것이다.

이때	포물선	y Û`=8x의	초점의	좌표가	(2,	0)이고,	준선의	

방정식이	x=-2이므로	포물선	(y-b) Û`=8(x-a)의	초

점의	좌표는	(2+a,	b)이고,	준선의	방정식은	x=-2+a

이다.

2

점	B의	좌표를	(xÁ,	yÁ)`(xÁ>0,	yÁ>0)이라	하면	포물선	

yÛ`=ax	위의	점	B(xÁ,	yÁ)에서의	접선의	방정식은	

yÁy=2_;4A;_(x+xÁ),	yÁy=;2A;(x+xÁ)

즉,	A(-xÁ,	0)

점	C의	좌표를	(xª,	yª)`(xª>0,	yª<0)이라	하면	포물선	

yÛ`=bx	위의	점	C(xª,	yª)에서의	접선의	방정식은	

yªy=2_;4B;_(x+xª),	yªy=;2B;(x+xª)

즉,	A(-xª,	0)

이때	xÁ=xª이므로	직선	BC의	방정식은	x=xÁ이고,	

∠BDF= p2 이다.

조건	(가)에서	BDÓ`:`DCÓ=3`:`1이므로

yÁ`:`(-yª)=3`:`1에서	yÁ=-3yª

즉,	yÁÛ̀ =9yª Û`에서	axÁ=9_bxª이고	xÁ=xª이므로	

b=;9A;	 	 yy	㉠

또	BDÓ`:`DCÓ=3`:`1이므로	DCÓ=k`(k>0)이라	하면

BDÓ=3k이고,	삼각형	BFD와	삼각형	FCD가	서로	닮음이

므로	BDÓ`:`DFÓ=FDÓ`:`DCÓ에서

FDÓ	Û`=BDÓ_DCÓ=3k Û`,	FDÓ='3k

3

또	포물선	Pª는	포물선	yÛ`=8x를	x축의	방향으로	1만큼	평

행이동한	것이므로	꼭짓점의	좌표는	(1,	0)이고	준선의	방

정식은	x=-1이다.

두	포물선	PÁ,	Pª와	직선	y=k는	그림과	같다.

O-1 1 2 F

y

x

y=k

x=1x=-1

ab

HÁ B AHª
PÁPª

두	점	A,	B의	x좌표를	각각	a,	b`(a>b)라	하고	직선	
y=k가	두	직선	x=1,	x=-1과	만나는	점을	각각	HÁ,	

Hª라	하면	포물선의	정의에	의하여

FAÓ=AHÁÓ=a-1,	FBÓ=BHªÓ=b+1

FAÓ+FBÓ=12이므로

(a-1)+(b+1)=12

a+b=12	 	 	yy	㉠
두	점	A,	B의	y좌표가	모두	k로	같으므로	

kÛ`=4(a-2)=8(b-1)에서

a=2b	 	 	 yy	㉡
㉠,	㉡을	연립하여	풀면	a=8,	b=4

이때	kÛ`=24에서	k>0이므로	k=2'6
따라서	삼각형	ABF의	넓이는

;2!;_ABÓ_k=;2!;_4_2'6=4'6

	 	③

포물선	(y-b)Û`=8(x-a)의	준선이	y축이므로	

-2+a=0에서	a=2

즉,	F(4,	b)이고	이때	직선	OF의	방정식은	y=;4B;x이다.

한편,	두	점	A,	B의	x좌표를	각각	a,	b`(a<b)라	하고,	
두	점	A,	B에서	y축에	내린	수선의	발을	각각	HÁ,	Hª라	하

면	포물선의	정의에	의하여

AFÓ=AHÁÓ=a,	BFÓ=BHªÓ=b이고,	ABÓ=10이므로

a+b=10

y=;4B;x를	(y-b)Û`=8(x-2)에	대입하면

{;4B;x-b}Û`=8x-16

bÛ`xÛ`-8(b Û`+16)x+16(bÛ`+16)=0	 	 yy	㉠
이차방정식	㉠의	서로	다른	두	실근이	a,	b이므로	이차방정
식의	근과	계수의	관계에	의하여

a+b=8(bÛ`+16)
bÛ`

=10

2bÛ`=128,	bÛ`=64

b>0이므로	b=8

따라서	a+b=2+8=10

	 	⑤
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정답과 풀이

O

y

y=3F AB

F'

x

;:;;;+;:;;;=1xÛ yÛ
aÛ bÛ

타원의	방정식을	
xÛ`
aÛ`

+ yÛ`
bÛ`
=1`(b>a>0)이라	하고,	점	A

의	x좌표가	점	B의	x좌표보다	크다고	하자.

두	초점이	F(0,	3),	F'(0,	-3)이므로

bÛ`-a Û`=9	 	 yy	㉠

2

타원	
xÛ`
16 +

yÛ`
9 =1의	초점	F의	x좌표가	c='¶16-9='7

이므로

F('7,	0),	F'(-'7,	0)이고,	FF'Ó=2'7
타원의	정의에	의하여

PFÓ+PF'Ó=8	 	 yy	㉠
문제의	조건에서

PF'Ó-PFÓ=2	 	 yy	㉡
㉠,	㉡을	연립하여	풀면	PFÓ=3,	PF' Ó=5

;16;+;;9;;=1xÛ yÛ

O

y

FF'

P

x

따라서	삼각형	PF'F에서	코사인법칙에	의하여

cos`(∠FPF')= PF'Ó Û`+PFÓ Û`-FF'Ó Û`

2_PF'Ó_PFÓ

=
5Û`+3Û`-(2'7)Û`

2_5_3 =;5!;

	 	②

1

타원02

10 ②	 20 ④	 30 15	 40 ③	 50 ④

60 6

본문 17~21쪽
유제

이때	tan`(∠BFD)= DBÓ
FDÓ

= 3k
'3k ='3이므로

∠BFD= p3 이고,	직각삼각형	BFD에서

BFÓ=¿¹FDÓ	Û`+DBÓ	Û`=2'3k

yÛ =ax

O
A

D

B

;6Ò;

;3Ò;

CF

y

x

3k

k

yÛ =bx

한편,	포물선	yÛ`=ax에서	포물선의	정의에	의하여	

BFÓ=;4A;+xÁ이고,	

A(-xÁ,	0),	F{;4A;,	0}이므로	AFÓ=;4A;-(-xÁ)=;4A;+xÁ

즉,	삼각형	ABF는	AFÓ=BFÓ=2'3k인	이등변삼각형이

고,	∠BFD= p3 이므로	∠BAF=∠FBA= p6
이때	ADÓ=AFÓ+FDÓ=3'3k이므로	직각삼각형	ADC에서

ACÓ=¿¹ADÓ	Û`+DCÓ	Û`=2'7k
조건	(나)에서	삼각형	ABC의	외접원의	반지름의	길이가	
8'7
3 이고,	∠ABC=∠ABF+∠CBF= p3 이므로	삼각

형	ABC에서	사인법칙에	의하여

ACÓ
sin`(∠ABC)

=2_
8'7
3

즉,	ACÓ=
16'7
3 _

'3
2 =

8'¶21
3 에서

2'7k= 8'¶21
3 ,	k=

4'3
3

점	B의	좌표는	

ADÓ=3'3k=3'3_ 4'3
3 =12에서	xÁ=6

BDÓ=3k=3_
4'3
3 =4'3에서	yÁ=4'3

즉,	B(6,	4'3)이고	점	B가	포물선	yÛ`=ax	위의	점이므로

(4'3)Û`=6a,	a=8

㉠에서	b=;9*;

따라서	두	포물선의	방정식은	각각	yÛ`=8x,	yÛ`=;9*;x이므로	

9(a+b)=9_{8+;9*;}=9_;;¥9¼;;=80

	 	80
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3xÛ`+4yÛ`-12x-24y=0에서

3(xÛ`-4x+4)+4(y Û`-6y+9)=48

3(x-2)Û`+4(y-3)Û`=48

(x-2)Û`
16 + (y-3)Û`

12 =1	 	 yy	㉠

타원	㉠은	타원	
xÛ`
16 + yÛ`

12 =1을	x축의	방향으로	2만큼,	y

축의	방향으로	3만큼	평행이동한	것이다.

이때	타원	
xÛ`
16+

yÛ`
12=1의	두	초점의	좌표가	(2,	0),	(-2,	0)

이므로	타원	㉠의	두	초점의	좌표는	(4,	3),	(0,	3)이다.

따라서	F(4,	3),	F'(0,	3)	또는	F(0,	3),	F'(4,	3)이므로

OFÓ_OF'Ó="Ã4Û`+3Û`_3=5_3=15

	 	15

3

타원의	정의에	의하여

AFÓ+AF'Ó=2b,	BFÓ+BF'Ó=2b

삼각형	ABF'의	둘레의	길이가	20이므로

ABÓ+BF'Ó+F'AÓ=(AFÓ+FBÓ)+BF'Ó+F'AÓ

=(AFÓ+AF'Ó)+(BFÓ+BF' Ó)

=2b+2b=4b

즉,	4b=20에서	b=5

b=5를	㉠에	대입하면

25-aÛ`=9,	aÛ`=16

타원의	방정식은	
xÛ`
16 + yÛ`

25 =1이고,	타원	위의	두	점	A,	B

가	직선	y=3	위에	있으므로

xÛ`
16 +;2»5;=1,	 xÛ`16 =;2!5^;,	xÛ`={;;Á5¤;;}Û`

x=;;Á5¤;;	또는	x=-;;Á5¤;;

즉,	A{;;Á5¤;;,	3},	B{-;;Á5¤;;,	3}이므로

ABÓ=;;Á5¤;;-{-;;Á5¤;;}=;;£5ª;;

따라서	삼각형	ABF'의	넓이는

;2!;_ABÓ_FF'Ó=;2!;_;;£5ª;;_6=;;»5¤;;

	 	④

타원	
xÛ`
2 + yÛ`

4 =1의	한	초점의	y좌표를	c`(c>0)이라	하면	

c='¶4-2='2이므로
두	초점의	좌표는	(0,	-'2),	(0,	'2)이다.

4

타원	x Û`+ yÛ`
4 =1	위의	점	{;2!;,	'3}에서의	접선의	방정식은

;2!;x+ '34 	y=1,	즉	y=-
2'3
3 x+

4'3
3

따라서	구하는	접선의	기울기는	-
2'3
3 이다.

	 	④

5

타원의	중심이	원점이고,	두	초점이	x축	위에	있으므로	이	

타원의	방정식을	
xÛ`
aÛ`

+ yÛ`
bÛ`
=1`(a>b>0)이라	하자.

타원	
xÛ`
aÛ`

+ yÛ`
bÛ`

=1과	선분	BC가	만나는	점을	D라	하면	

D(5,	0)이므로

25
aÛ`

=1에서	aÛ`=25

한편,	직선	AB의	방정식은

y=;3!;x+;;Á3£;;	 	 	 yy	㉠

이때	기울기가	;3!;이고	타원	 xÛ`25 + yÛ`
bÛ`
=1에	접하는	직선의	

방정식은

6

타원	
(x-m)Û`

2 +
(y-n)Û`

4 =1은	타원	 xÛ`2 + yÛ`
4 =1을		

x축의	방향으로	m만큼,	y축의	방향으로	n만큼	평행이동한	

것이므로	타원	
(x-m)Û`

2 +
(y-n)Û`

4 =1의	두	초점의	좌

표는	F(m,	-'2+n),	F'(m,	'2+n)이다.

이때	F(3,	0)이므로	m=3,	n='2

즉,	타원의	방정식은	
(x-3)Û`

2 +
(y-'2)Û`

4 =1이다.

두	점	A,	B의	x좌표를	각각	xÁ,	xª`(xÁ<xª)라	하고	타원

의	방정식에	y=0을	대입하면

(x-3)Û`
2 +

(-'2)Û`
4 =1에서

xÛ`-6x+8=0,	(x-2)(x-4)=0

x=2	또는	x=4

즉,	xÁ=2,	xª=4이므로	두	점	A,	B의	좌표는	

(2,	0),	(4,	0)

따라서	삼각형	ABF'의	넓이는

;2!;_ABÓ_FF'Ó=;2!;_2_2'2=2'2

	 	③
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직선	y=;4#;(x+2)의	x절편이	-2이므로

-c=-2에서	c=2

즉,	F(2,	0),	F'(-2,	0)이므로	FF'Ó=4이고

a Û`-bÛ`=4	 	 yy	㉠

직선	y=;4#;(x+2)의	기울기가	;4#;이므로

AFÓ
FF'Ó

=;4#;에서	AFÓ=;4#;	FF'Ó=3

직각삼각형	AF'F에서

AF'Ó=¿¹FF'Ó	Û`+AFÓ	Û`="Ã4Û`+3Û`=5

이때	AF' Ó+AFÓ=5+3=8,	즉	타원의	장축의	길이가	8이

므로

2a=8에서	a=4

a=4를	㉠에	대입하면	bÛ`=a Û`-4=12

따라서	a Û`+bÛ`=16+12=28

	 	③

2

점	F의	y좌표를	c`(c>0)이라	하면	c='¶9-5=2이므로

F(0,	2),	F'(0,	-2)이고,	FF'Ó=4

타원	
xÛ`
5 + yÛ`

9 =1의	장축의	길이는	2_3=6이므로	타원의	

정의에	의하여

PFÓ+PF'Ó=6	 	 	yy	㉠
PFÓ̀ :`PF'Ó=1`:`2에서

PF'Ó=2PFÓ	 	 	 yy	㉡
㉡을	㉠에	대입하면

3PFÓ=6이므로	PFÓ=2,	PF'Ó=4

O

F'

F H P

y

x

;;5;;+;;9;;=1xÛ yÛ

이때	삼각형	PFF'은	F'FÓ=F'PÓ인	이등변삼각형이므로	점	

F'에서	선분	PF에	내린	수선의	발을	H라	하면

PHÓ=;2!;	PFÓ=;2!;_2=1

직각삼각형	PF'H에서

F'HÓ=¿¹	PF' Ó	Û`-PHÓ	Û`	="Ã4Û`-1Û`='¶15

따라서	sin`(∠FPF')= F'HÓ
PF'Ó

= '¶154
	 	④

3

본문 22~23쪽

10⑤	 2 ③	 3 ④	 4 ⑤	 5 ①

6 ⑤	 7 8	 8 ②

기초 연습1Le

vel

중심이	원점이고	두	초점	F,	F'이	x축	위에	있으므로	타원

의	방정식을	
xÛ`
aÛ`

+ yÛ`
bÛ`
=1`(a>b>0)이라	하자.

타원의	장축의	길이가	12이므로

2a=12에서	a=6

타원의	방정식이	
xÛ`
36 + yÛ`

bÛ`
=1이고,	점	A(2,	2'2)가	타원	

위의	점이므로

2Û`
36 +

(2'2)Û`
bÛ`

=1,	 8
bÛ`
=;9*;,	bÛ`=9

즉,	타원의	방정식은	
xÛ`
36 + yÛ`

9 =1이다.

이때	초점	F의	x좌표를	c`(c>0)이라	하면

c='¶36-9=3'3
따라서	F(3'3,	0),	F'(-3'3,	0)이므로
FF'Ó=6'3
	 	⑤

1

y=;3!;xÑ¾2̈5_{;3!;}Û`+b Û`

즉,	y=;3!;xÑ®É;;ª9°;;+b Û`	이고,	이	중	y절편이	양수인	접선의	

방정식은

y=;3!;x+®É;;ª9°;;+bÛ`	 	 yy	㉡

㉠,	㉡으로부터	®É;;ª9°;;+bÛ`=;;Á3£;;

양변을	제곱하면	;;ª9°;;+bÛ`= 169
9 ,	bÛ`=16

타원의	방정식은	
xÛ`
25 + yÛ`

16 =1이므로	타원의	한	초점의	x

좌표를	c`(c>0)이라	하면

c='¶25-16=3

따라서	두	초점	사이의	거리는

2c=2_3=6

	 	6

14  EBS 수능특강 수학영역 l 기하
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타원	
(x-5)Û`

20 +
(y-4)Û`

11 =1은	타원	 xÛ`20 + yÛ`
11 =1을	x

축의	방향으로	5만큼,	y축의	방향으로	4만큼	평행이동한	것

이다.

이때	타원	
xÛ`
20 + yÛ`

11 =1의	두	초점의	좌표는

(3,	0),	(-3,	0)이므로	타원	
(x-5)Û`

20 +
(y-4)Û`

11 =1의	

두	초점	F,	F'의	좌표는	각각	(8,	4),	(2,	4)이다.

타원	
(x-5)Û`

20 +
(y-4)Û`

11 =1의	장축의	길이는	

2_2'5=4'5이므로	타원의	정의에	의하여
AFÓ+AF'Ó=4'5
따라서	삼각형	OAF의	둘레의	길이는

OAÓ+AFÓ+FOÓ		=(OF'Ó+AF'Ó)+AFÓ+OFÓ		

=OF' Ó+(AF'Ó+AFÓ)+OFÓ		

="Ã2Û`+4Û`+4'5+"Ã8Û`+4Û`	 	

=2'5+4'5+4'5	 	

=10'5
	 	⑤

4 이때	타원	
xÛ`
16 + yÛ`

4 =1의	두	초점의	좌표는	

(2'3,	0),	(-2'3,	0)이므로

타원	
(x-4)Û`

16 +
(y-2)Û`

4 =1의	두	초점의	좌표는	

(4+2'3,	2),	(4-2'3,	2)이다.
따라서

p_q_r		=(4+2'3)_(4-2'3)_2=8

	 	①

중심의	좌표가	(4,	2)이고	x축과	y축에	동시에	접하는	타원

은	그림과	같이	장축의	길이가	8이고,	단축의	길이가	4인	타

원이다.

O 4

2

y

x

타원	
xÛ`
aÛ`

+ yÛ`
bÛ`
=1`(a>b>0)의	장축의	길이가	8이고	단축

의	길이가	4이면

2a=8에서	a=4

2b=4에서	b=2

즉,	이	타원의	방정식은	
xÛ`
16 + yÛ`

4 =1이고,	주어진	타원은	

타원	
xÛ`
16 + yÛ`

4 =1을	x축의	방향으로	4만큼,	y축의	방향으

로	2만큼	평행이동한	것이므로	그	방정식은	
(x-4)Û`

16 +
(y-2)Û`

4 =1이다.

5

점	P의	좌표를	(a,	b)`(a>0,	b>0)이라	하자.

점	P는	타원	EÁ:` xÛ`6 + yÛ`
3 =1	위의	점이므로

aÛ`
6 + bÛ`

3 =1,	aÛ`+2bÛ`=6	 	 yy	㉠

점	P는	타원	Eª`:` xÛ`3 + yÛ`
6 =1	위의	점이므로

aÛ`
3 + bÛ`

6 =1,	2aÛ`+bÛ`=6	 	 yy	㉡

㉠,	㉡을	연립하여	풀면

aÛ`=2,	bÛ`=2

a>0,	b>0이므로	a='2,	b='2
즉,	P('2,	'2)
타원	EÁ	위의	점	P('2,	'2)에서의	접선	l의	방정식은
'2x
6 +

'2y
3 =1,	즉	y=-;2!;x+ 3'2

2
타원	Eª	위의	점	P('2,	'2)에서의	접선	m의	방정식은
'2x
3 +

'2y
6 =1,	즉	y=-2x+3'2

따라서	두	직선	l,	m의	기울기의	합은

{-;2!;}+(-2)=-;2%;

	 	⑤

6

;15;+;;3;;=1

;3Ò;;3Ò;

xÛ yÛ
O

y lÁlª

y=13 13

x

점	(0,	'3)이	타원의	한	꼭짓점이고	점	A(k,	'3)이	직선	

y='3	위에	있으므로	점	A에서	타원	 xÛ`15 + yÛ`
3 =1에	그은	

접선	중	하나는	직선	y='3이다.

7
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즉,	y=-;2!;xÑ3이고,	이	중	타원	위의	제1사분면에	있는	

점	P에서	타원에	접하는	직선의	방정식은

y=-;2!;x+3

이때	AFÓ="Ã(4-0) Û`+(0-2) Û`=2'5이고,	선분	AF를	

밑변으로	하는	삼각형	PAF의	높이를	h라	하면	h의	값은	

점	F(4,	0)과	직선	y=-;2!;x+3,	즉	x+2y-6=0	사이

의	거리와	같으므로

h= |4+0-6|
"Ã1Û`+2Û`

= 2
'5

따라서	삼각형	PAF의	넓이는

;2!;_AFÓ_h=;2!;_2'5_ 2
'5 =2

	 	②

본문 24~25쪽기본 연습2Le

vel

10②	 2 ①	 3 23	 4 ④	 5 ②

6 72

O FF'

B

A

y

x

타원	
xÛ`
aÛ`

+ yÛ`
bÛ`
=1의	장축의	길이가	2a이므로

F'AÓ=FAÓ=a

즉,	삼각형	AFF'이	F'AÓ=FAÓ인	직각이등변삼각형이므로

∠AF'F=∠AFF'= p4
원점	O에	대하여	OF'Ó=OAÓ=b이므로	

AF'Ó	Û`=OF' Ó	Û̀ +OAÓ	Û`에서

a Û`=2bÛ`,	bÛ`= aÛ`
2 	 	 yy	㉠

한편,	BFÓ=k	(k>0)이라	하면	타원의	정의에	의하여	

BF'Ó=2a-k

직각삼각형	ABF'에서	BF'Ó	Û`=AF'Ó	Û`+ABÓ	Û`이므로

1

이때	점	A에서	타원에	그은	두	접선이	이루는	예각의	크기가	
p
3 	이므로	다른	한	접선의	기울기는	

tan` p3 ='3	또는	tan{p- p3 }=-'3이다.

Ú			기울기가	'3이고	타원	 xÛ`15 + yÛ`
3 =1에	접하는	직선을	

lÁ이라	하면	직선	lÁ의	y절편이	음수이므로	직선	lÁ의	방

정식은	 	

y='3x-"Ã15_('3	)Û`+3	 	

즉,	y='3x-4'3	 	

이	직선이	점	A(k,	'3	)을	지나므로	 	

'3='3k-4'3,	k=5

Û			기울기가	-'3이고	타원	 xÛ`15 + yÛ`
3 =1에	접하는	직선

을	lª라	하면	직선	lª의	y절편이	양수이므로	직선	lª의	

방정식은	 	

y=-'3x+"Ã15_(-'3	)Û`+3	 	

즉,	y=-'3x+4'3	 	

이	직선이	점	A(k,	'3	)을	지나므로	 	

'3=-'3k+4'3,	k=3

Ú,	Û에	의하여	모든	k의	값의	합은
3+5=8

	 	8

;20;+;;4;;=1xÛ yÛ

O F

P
A

y

x

점	F(c,	0)	(c>0)이	타원	 xÛ`20 + yÛ`
4 =1의	초점이므로

c='¶20-4=4

점	A의	좌표는	(0,	2)이므로	직선	AF의	기울기는
0-2
4-0 =-;2!;

기울기가	-;2!;이고	타원	 xÛ`20 + yÛ`
4 =1에	접하는	직선의	방

정식은

y=-;2!;xÑ®É20_{-;2!;}Û`+4

8
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점	F(0,	c)가	타원	 xÛ`5 +yÛ`
9 =1의	초점이므로

c='¶9-5=2

타원	Eª:` (x-m)Û`
9 + (y-n)Û`

k =1은	타원	 xÛ`9 + yÛ`
k =1

을	x축의	방향으로	m만큼,	y축의	방향으로	n만큼	평행이

동한	것이므로	타원	Eª의	두	초점은	직선	y=n	위에	있고,	

이때	점	F의	y좌표가	2이므로	n=2

타원	EÁ:` xÛ`5 +yÛ`
9 =1의	장축의	길이는	2_3=6이므로

BFÓ+BF'Ó=6

타원	Eª:` (x-m)Û`
9 + (y-2)Û`

k =1의	장축의	길이는	

2_3=6이므로

CFÓ+CAÓ=6

이때	삼각형	BCF의	둘레의	길이가	17이므로

FBÓ+BCÓ+CFÓ  =FBÓ+(BF' Ó+F'AÓ+ACÓ)+CFÓ	

=(BFÓ+BF' Ó)+(CFÓ+CAÓ)+AF'Ó	

=6+6+AF'Ó	 	

=12+AF'Ó

12+AF'Ó=17에서	AF'Ó=5이고,	FF'Ó=4이므로

직각삼각형	AFF'에서

AFÓ=¿¹AF'Ó	Û`-FF'Ó	Û`="Ã5Û`-4Û`=3

즉,	A(3,	2)이므로	타원	Eª의	중심의	좌표는	{;2#;,	2}

그러므로	m=;2#;이고,	9-k={;2#;}Û`에서

k=9-;4(;=;;ª4¦;;

2

(2a-k)Û`=aÛ`+(a+k) Û`

4aÛ`-4ak+kÛ`=2a Û`+2ak+kÛ`

즉,	a(a-3k)=0

a>0이므로	k=;3A;

삼각형	ABF'의	넓이가	24이므로

;2!;_AF'Ó_ABÓ=24

;2!;_a_{a+;3A;}=24

즉,	;3@;aÛ`=24에서	aÛ`=36

aÛ`=36을	㉠에	대입하면	b Û`=18

따라서	aÛ`+b Û`=36+18=54

	 	②

타원	
xÛ`
9 + yÛ`

5 =1의	초점	F의	x좌표를	c`(c>0)이라	하면

c='¶9-5=2

즉,	F(2,	0)

O FF'

P

Q

;;9;;+;;5;;=1xÛ yÛ

y 4x-3y+k=0

x

타원	
xÛ`
9 + yÛ`

5 =1의	다른	한	초점을	F'이라	하면

F'(-2,	0)이고	타원의	정의에	의하여

PFÓ+PF'Ó=6	 	 	 yy	㉠
한편,	직선	4x-3y+k=0	위의	점	Q를	고정시키면	㉠에	

의하여

PFÓ-PQÓ=(6-PF'Ó)-PQÓ

=6-(PF'Ó+PQÓ)

	É6-QF' Ó	 	 	yy	㉡

즉,	점	P가	선분	QF'과	타원	 xÛ`9 + yÛ`
5 =1의	교점에	있을	

때,	PFÓ-PQÓ의	최댓값은	6-QF' Ó이고,	이	값이	최댓값이	

되기	위해서는	선분	QF'의	길이가	최소이어야	한다.

O FF'

P
Q

;;9;;+;;5;;=1xÛ yÛ

y 4x-3y+k=0

x

직선	4x-3y+k=0	위의	임의의	점	Q에	대하여	선분	QF'

의	길이가	최소가	되는	점	Q의	위치는	점	Q가	점	F'에서	직

선	4x-3y+k=0에	내린	수선의	발에	있을	때이고,	이때	

점	P는	선분	QF'과	타원의	교점에	있음을	알	수	있다.	그러

므로	선분	QF'의	길이의	최솟값은	점	F'과	직선	

4x-3y+k=0	사이의	거리와	같다.

3

따라서

m+n+k=;2#;+2+;;ª4¦;;=;;¢4Á;;
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정답과 풀이

O FF'

P
B

A

y

x

;:;;;+;:;;;=1xÛ yÛ
aÛ bÛ

두	점	F(3,	0),	F'(-3,	0)이	타원	 xÛ`
aÛ`

+ yÛ`
bÛ`
=1의	초점이

므로

a Û`-bÛ`=9	 	 	 yy	㉠
점	B의	좌표를	(0,	k)	(k>0)이라	하면	직선	AB의	기울

기는	;9K;,	직선	BF의	기울기는	-;3K;	이고	두	직선	AB,	BF

가	서로	수직이므로

;9K;_{-;3K;}=-1에서	k=3'3

그러므로	직선	AB의	방정식은

y=
'3
3 x+3'3	 	 	 yy`㉡

한편,	점	P가	제2사분면에	있는	점이므로	기울기가	
'3
3
이

고	타원	
xÛ`
a Û`

+ yÛ`
bÛ`
=1에	접하는	두	직선	중	y절편이	양수인	

직선의	방정식은	

y= '33 x+¾̈a Û`_{ '33 }
Û`+bÛ`

즉,	y= '33 x+®É;3!;a Û`+bÛ`	 	 yy	㉢

5

두	점	A,	B가	y축에	대하여	대칭이므로

A(xÁ,	k),	B(-xÁ,	k)	(xÁ>0)

으로	놓고,	타원	xÛ`+ yÛ`
4 =1	위의	두	점	A,	B에서의	접선

을	각각	lÁ,	lª라	하면	두	직선	lÁ,	lª의	방정식은

lÁ:	xÁx+ ky
4 =1

lª:	-xÁx+ ky
4 =1

두	직선	lÁ,	lª의	기울기는	각각	- 4
k xÁ,	 4k xÁ이고,	두	직선	

lÁ,	lª의	기울기의	곱이	-3이므로

- 4
k xÁ_ 4

k xÁ=-3,	xÁÛ`=;1£6;kÛ`	 	 yy`㉠

두	점	A(xÁ,	k),	B(-xÁ,	k)는	타원	위의	점이므로

xÁÛ`+ kÛ` 
4 =1	 yy`㉡

㉠을	㉡에	대입하면

3
16 kÛ`+ kÛ`

4 =1,	;1¦6;kÛ`=1

따라서	kÛ`= 16
7

	 	④

두	점	A,	B가	y축에	대하여	대칭이므로

A(xÁ,	k),	B(-xÁ,	k)`(xÁ>0)이라	하자.

타원	x Û`+ yÛ`
4 =1이	y축에	대하여	대칭이므로	타원

xÛ`+ yÛ`
4 =1	위의	두	점	A,	B에서의	접선도	y축에	대하여	

대칭이고,	이때	이	두	접선의	기울기의	곱이	-3이므로	두	

접선의	기울기가	각각	'3,	-'3임을	알	수	있다.

4

그러므로	타원	xÛ`+ yÛ`
4 =1	위의	점	A에서의	접선의	기울기

가	-'3이	되도록	하는	실수	k의	값을	구하면	된다.

타원	xÛ̀ + yÛ`
4 =1	위의	점	A(xÁ,	k)에서의	접선의	방정식은

xÁx+
ky
4 =1

이	직선의	기울기가	- 4
k xÁ이므로

- 4
k xÁ=-'3에서	xÁ=

'3
4 k

점	A{ '34 k,	k}가	타원	위의	점이므로

3
16 	k Û`+

kÛ`
4 =1,	 716 	k Û`=1

따라서	kÛ`=;;Á7¤;;

즉,	QF'Ó¾ |4_(-2)-0+k|
"Ã4Û`+(-3)Û`

=
|k-8|

5

㉡에서	PFÓ-PQÓÉ6-QF'ÓÉ6-
|k-8|

5

PFÓ-PQÓ의	최댓값이	3이므로

6-
|k-8|

5 =3,	|k-8|=15

k=-7	또는	k=23

k>3'¶21이므로	k=23

	 	23
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mx-y-6m=0에서	y=m(x-6)이므로

직선	mx-y-6m=0은	m의	값에	관계없이	점	(6,	0)을	

지나는	직선이다.

이때	타원	
xÛ`
12 + yÛ`

k =1이	x축에	대하여	대칭이고,	타원과	

직선	mx-y-6m=0이	서로	다른	두	점에서	만나도록	

하는	정수	m의	개수가	3이므로	가능한	정수	m의	값은	

-1,	0,	1뿐이어야	한다.

O 6

-6

y

x

m=-1

m=1

m=2

m=-2

;12;+;;k;;=1xÛ yÛ

즉,	점	(6,	0)에서	타원	 xÛ`12 + yÛ`
k =1에	그은	접선의	기울

기를	t라	하면

1<tÉ2	또는	-2Ét<-1

이어야	한다.

1<tÉ2일	때,	타원	 xÛ`12 + yÛ`
k =1에	접하고	기울기가	t인	

접선의	방정식은	

y=txÑ"Ã12tÛ`+k

이	중	y절편이	음수인	접선의	방정식은

y=tx-"Ã12tÛ`+k	 yy`㉠

직선	㉠이	점	(6,	0)을	지나므로

"Ã12tÛ`+k=6t

양변을	제곱하면

12tÛ`+k=36tÛ`,	k=24tÛ`	 	 yy`㉡

1<tÉ2에서	1<tÛ`É4이므로	㉡에서

24<kÉ96

6

포물선	yÛ`=4x의	초점	F'의	좌표는	(1,	0)이고,	준선의	방

정식은	x=-1이다.

타원	
(x-3)Û`

aÛ`
+ yÛ`

bÛ`
=1의	중심의	좌표가	(3,	0)이고	y축

에	접하므로	이	타원의	장축의	길이는	6이다.

즉,	a=3에서	aÛ`=9

이때	타원	
(x-3)Û`

9 + yÛ`
bÛ`
=1은	타원	 xÛ`9 + yÛ`

bÛ`
=1을	x축

의	방향으로	3만큼	평행이동한	것이고,	

타원	
(x-3)Û`

9 + yÛ`
bÛ`
=1의	한	초점의	좌표가	(1,	0)이므로	

타원	
xÛ`
9 + yÛ`

bÛ`
=1의	한	초점의	좌표는	(-2,	0)이다.

즉,	9-bÛ`=(-2)Û`에서	b Û`=5

타원의	방정식은	
(x-3)Û`

9 +yÛ`
5 =1이고,	이때	다른	한	초점	

F의	좌표는	(5,	0)이다.

O

H

FF' H'

P

h

Q
y

x

x=-1

yÛ =4x

;;;;;;;;;;;;:;;;+;:;;;=1(x-3)Û yÛ
9 5

한편,	타원의	정의에	의하여	PFÓ+PF'Ó=6이고,	PFÓ=2이

므로

PF'Ó=6-PFÓ=4

이때	FF'Ó=4이므로	∠PF'F=h라	하면	삼각형	PF'F에서	

코사인법칙에	의하여

1

본문 26쪽

10⑤	 2 33	 3 157

실력 완성3Le

vel

㉡과	㉢은	같은	직선이므로

®É;3!;aÛ`+b Û`=3'3,	;3!;aÛ`+b Û`=27

즉,	aÛ`+3bÛ`=81	 	 	 yy	㉣
㉠,	㉣을	연립하여	풀면	aÛ`=27,	bÛ`=18

따라서	타원의	장축의	길이는	2|a|=6'3이므로	타원의	정
의에	의하여	PFÓ+PF'Ó=6'3
	 	②

-2Ét<-1일	때에도	같은	방법으로	24<kÉ96임을	얻

는다.

따라서	자연수	k의	값은	25,	26,	27,	y,	96이고,	그	개수
는	72이다.

	 	72
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정답과 풀이

O F

y

x
F'

P
A

H Q

EÁ

Eª

점	Q에서	y축에	내린	수선의	발을	H라	하면

삼각형	AQH와	삼각형	AF'O는	서로	닮음이므로

QHÓ=3k`(k>0)이라	하면	AHÓ=4k,	AQÓ=5k로	놓을	수	

있다.

이때	AQÓ+OQÓ=8에서	OQÓ=8-5k이고,	

OHÓ=OAÓ+AHÓ=4+4k이므로

직각삼각형	QOH에서

OQÓ	Û`=OHÓ	Û`+QHÓ	Û`

(8-5k)Û`=(4+4k) Û`+(3k)Û`

25kÛ`-80k+64=25k Û`+32k+16

112k=48,	k=;7#;

이때

AQÓ=5k=5_;7#;=;;Á7°;;

OQÓ=8-5k=8-;;Á7°;;=;;¢7Á;;

이므로

OQÓ-AQÓ=;;¢7Á;;-;;Á7°;;=;;ª7¤;;

따라서	p=7,	q=26이므로 p+q=7+26=33

	 	33

AF'Ó=5,	OAÓ=4에서	OQÓ-AQÓ의	값을	다음과	같이	구할	

수	있다.

타원	Eª에서	AQÓ=t라	하면	타원의	정의에	의하여

OQÓ=8-t

이때	직각삼각형	AF'O에서	F'OÓ=3이므로	

cos(∠AF'O)= F'OÓ
AF'Ó

=;5#;

즉,	삼각형	QF'O에서	코사인법칙에	의하여

(8-t)Û`=(5+t)Û`+3Û`-2_(5+t)_3_;5#;

t=;;Á7°;;

따라서

OQÓ-AQÓ=8-2t=8-2_;;Á7°;;=;;ª7¤;;

cos`h= PF'Ó Û`+FF'Ó Û`-PFÓ Û`

2_PF'Ó_FF'Ó

=4Û`+4Û`-2Û`
2_4_4

=;8&;

점	Q에서	준선	x=-1과	x축에	내린	수선의	발을	각각	H,	

H'이라	하고	PQÓ=k`(k>0)이라	하면	포물선의	정의에	의

하여

F'QÓ=QHÓ=k+4

이므로	점	Q의	x좌표는	k+3이다.

이때	F'H' Ó=(k+3)-1=k+2이고,	직각삼각형	QF'H'

에서	cos`h=;8&;이므로

F'H'Ó
F'QÓ

=;8&;,	즉	 k+2
k+4=;8&;에서

8k+16=7k+28,	k=12

즉,	F'QÓ=12+4=16이므로	삼각형	QF'F에서	코사인법

칙에	의하여

FQÓ	Û`=F'QÓ	Û`+FF'Ó	Û`-2_F'QÓ_FF'Ó_cos`h

=16Û`+4Û`-2_16_4_;8&;=160

따라서	FQÓ=4'¶10
	 	⑤

타원	EÁ의	초점	F의	x좌표가	c`(c>0)이고,	장축의	길이가	

8이므로	삼각형	PF'F의	둘레의	길이는

PF'Ó+F'FÓ+FPÓ=(PFÓ+PF' Ó)+FF' Ó=8+2c

타원	Eª의	장축의	길이가	8이므로	삼각형	QF'O의	둘레의	

길이는

QF'Ó+F'OÓ+OQÓ=QAÓ+AF'Ó+F'OÓ+OQÓ

=(AQÓ+OQÓ)+(AF'Ó+OF'Ó)

=8+8=16

FF' Ó<8이므로	삼각형	QF'O의	둘레의	길이가	삼각형	

PF'F의	둘레의	길이보다	크고,	그	차가	2이므로

16-(8+2c)=2,	2c=6

즉,	c=3이므로	F(3,	0),	F'(-3,	0)

이때	OF'Ó=3이고,	타원	Eª의	장축의	길이가	8이므로

AF' Ó+OF' Ó=8에서	AF' Ó=5

직각삼각형	AF'O에서

OAÓ=¿¹AF'Ó	Û`-OF' Ó	Û`=4

2
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직선	lª의	방정식을	구해	보자.

타원	
xÛ`
9 +yÛ`=1에	접하고	기울기가	mª인	직선	lª의	방정

식	중	y절편이	양수인	것은

y=mªx+"Ã9mªÛ`+1

이	직선의	y절편이 '¶10이므로
"Ã9mªÛ`+1='¶10,	9mªÛ`+1=10,	mªÛ`=1

mª<0이므로	mª=-1

mÁ<-1<m£<0인	세	수	mÁ,	-1,	m£이	이	순서대로	등

비수열을	이루므로	공비를	r라	하면	r>0이고,

mÁ=-;r!;,	m£=-r로	놓을	수	있다.

이때	-;r!;<-1<-r<0이므로	0<r<1이다.

타원	
xÛ`
aÛ`

+y Û`=1에	접하고	기울기가	-;r!;인	직선	lÁ의	방

정식은

y=-;r!;xÑ®ÉaÛ`_ 1
rÛ`
+1

이	직선	중	y절편이	양수인	직선의	방정식은	

y=-;r!;x+®É aÛ`
rÛ`

+1	이고,

이	직선의	y절편이	'¶10이므로

®É aÛ`
rÛ`

+1='¶10,	 aÛ`
rÛ`

+1=10

aÛ`=9rÛ`	 	 yy`㉠

한편,	직선	lÁ의	방정식이	y=-;r!;x+'¶10이므로	

B('¶10r,	0)

또	타원	
xÛ`
bÛ`

+yÛ`=1에	접하고	기울기가	-r인	직선	l£의	방

정식은

y=-rxÑ"Ãb Û`_rÛ`+1

이	직선	중	y절편이	양수인	직선의	방정식은	

y=-rx+"Ãb Û`rÛ`+1이고,

이	직선의	y절편이	'¶10이므로

3

"ÃbÛ`rÛ`+1='¶10,	bÛ`rÛ`+1=10

bÛ`= 9
rÛ`
	 	 yy`㉡

한편,	직선	l£의	방정식이	y=-rx+'¶10이므로	

C{ '¶10r ,	0}

삼각형	ABC의	넓이가	;;Á2°;;이므로

;2!;_BCÓ_'¶10=;;Á2°;;,	BCÓ=
3'¶10
2

즉,	
'¶10
r -'¶10r= 3'¶10

2 에서

;r!;-r=;2#;,	2rÛ`+3r-2=0,	(2r-1)(r+2)=0

0<r<1이므로	r=;2!;

따라서	㉠,	㉡에	의하여

aÛ`+b Û`=9rÛ`+ 9
rÛ`
=9_;4!;+9_4= 153

4
이므로	p=4,	q=153에서

p+q=4+153=157

	 	157

이므로	p+q=7+26=33

타원	EÁ의	방정식은	 xÛ`16 + yÛ`
7 =1,	타원	Eª의	방정식은	

xÛ`
12 +

(y-2)Û`
16 =1이다.
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기하.indb   21 23. 1. 4.   오후 1:50



정답과 풀이

쌍곡선	
(x-a)Û`

4 -
(y-b)Û`

16 =1은	쌍곡선	 xÛ`4 - yÛ`
16 =1

을	x축의	방향으로	a만큼,	y축의	방향으로	b만큼	평행이동

한	것이고,	쌍곡선	
xÛ`
4 - yÛ`

16 =1의	두	점근선의	방정식이	

y=2x,	y=-2x이므로	쌍곡선
(x-a)Û`

4 -
(y-b)Û`

16 =1의	두	점근선의	방정식은	

y=2(x-a)+b,	y=-2(x-a)+b이다.

이때	쌍곡선	
(x-a)Û`

4 -
(y-b)Û`

16 =1의	한	점근선의	방정

식이	y=2x이므로	이	쌍곡선의	중심	(a,	b)가	직선	y=2x	

위에	있음을	알	수	있다.

즉,	b=2a	

O

F' F

y

x

(a, 2a)

4

쌍곡선의	방정식을	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`

=1`(a>0,	b>0)이라	하면	

쌍곡선의	한	초점	F의	x좌표가	3이므로

a Û`+bÛ`=9	 yy	㉠

쌍곡선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`
=1의	두	점근선의	방정식이

y=;aB;x,	y=-;aB;x이고	두	점근선의	기울기의	곱이	-;4%;

이므로

;aB;_{-;aB;}=-;4%;,	 bÛ`
aÛ`

=;4%;

즉,	bÛ`=;4%;	a Û`	 	 yy	㉡

㉡을	㉠에	대입하면

a Û`+;4%;a Û`=9,	;4(;aÛ`=9,	aÛ`=4

a>0에서	a=2

따라서	쌍곡선의	주축의	길이는

2a=2_2=4

	 	⑤

3

O FF'

P

y

x

;;4;;-;12;=1xÛ yÛ

;3Ò;

쌍곡선	
xÛ`
4 - yÛ`

12 =1의	초점	F의	x좌표가	c`(c>0)이므로

cÛ`=4+12=16,	c=4

즉,	F(4,	0),	F'(-4,	0)

PFÓ=a`(a>0)이라	하면	쌍곡선	 xÛ`4 - yÛ`
12 =1의	주축의	

길이가	4이므로	쌍곡선의	정의에	의하여

PF'Ó-PFÓ=4에서	PF'Ó=4+a

삼각형	PF'F에서	코사인법칙에	의하여

PF'Ó	Û`=PFÓ	Û`+FF'Ó	Û`-2_PFÓ_FF'Ó_cos` p3

즉,	(4+a)Û`=aÛ`+8Û`-2_a_8_;2!;에서

16a=48,	a=3

따라서	PFÓ=3이므로	삼각형	PF'F의	넓이는

;2!;_PFÓ_FF'Ó_sin` p3 =;2!;_3_8_ '32 =6'3

	 	④

2

쌍곡선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`
=-1의	초점	F의	y좌표가	c이므로

cÛ`=aÛ`+b Û`	 	 yy	㉠

쌍곡선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`
=-1이	x축에	대하여	대칭이므로

ABÓ=4에서	A(0,	2),	B(0,	-2)임을	알	수	있다.

즉,	bÛ`=4

이때	FAÓ=4에서	c-2=4,	c=6

즉,	F(0,	6),	F'(0,-6)이므로	cÛ`=6Û`=36

㉠에서	aÛ`=cÛ`-bÛ`=36-4=32

따라서	aÛ`-bÛ`=32-4=28

	 	28

1

쌍곡선03

10 28	 20 ④	 30 ⑤	 40 ③	 50 ④

60 ①

본문 29~33쪽
유제
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O A F

P

y

x

;;5;;-;;4;;=1xÛ yÛ

쌍곡선	
xÛ`
5 - yÛ`

4 =1의	초점	F의	x좌표가	c`(c>0)이므로

cÛ`=5+4=9에서	c=3

즉,	F(3,	0)

쌍곡선	
xÛ`
5 - yÛ`

4 =1	위의	점	P(5,	4)에서의	접선의	방정식은

5x
5 - 4y

4 =1,	즉	y=x-1

직선	y=x-1이	x축과	만나는	점	A의	좌표는	(1,	0)

따라서	삼각형	PAF의	넓이는

;2!;_2_4=4

	 	④

5

또	쌍곡선	
xÛ`
4 - yÛ`

16 =1의	두	초점의	좌표가	

(2'5,	0),	(-2'5,	0),	즉	두	초점	사이의	거리가	4'5이므

로	쌍곡선	
(x-a)Û`

4 -
(y-b)Û`

16 =1의	두	초점	사이의	거리

도	4'5이다.
그러므로	선분	FF'을	지름으로	하는	원의	반지름의	길이는	

2'5이고,	이	원이	원점을	지나므로	쌍곡선의	중심	(a,	2a)
와	원점	사이의	거리는	2'5이다.
즉,	"ÃaÛ`+(2a)Û`=2'5,	5aÛ`=20,	aÛ`=4

a>0이므로	a=2,	b=2a=4

따라서	쌍곡선의	방정식은	
(x-2)Û`

4 -
(y-4)Û`

16 =1이므로	

쌍곡선의	다른	한	점근선의	방정식은

y=-2(x-2)+4,	즉	y=-2x+8

그러므로	이	직선의	y절편은	8이다.

	 	③

쌍곡선	
xÛ`
4 - yÛ`

k =1에	접하고	기울기가	2인	접선의	방정식은

y=2xÑ"Ã4_2Û`-k,	즉	y=2xÑ'¶16-k

이때	직선	y=2x에서	두	직선	y=2x+'¶16-k,	

y=2x-'¶16-k에	이르는	거리는	각각	같으므로

직선	y=2x	위의	점	(0,	0)과	직선	2x-y+'¶16-k=0	

사이의	거리는	1이다.

즉,	
|'¶16-k|
"Ã2Û`+(-1)Û`

=1에서

'¶16-k
'5 =1,	'¶16-k='5,	16-k=5

따라서	k=11

	 	①

쌍곡선	
xÛ`
4 - yÛ`

k =1	위의	점과	직선	y=2x	사이의	거리의	

최솟값은	쌍곡선	
xÛ`
4 - yÛ`

k =1에	접하고	기울기가	2인	직선

과	직선	y=2x	사이의	거리와	같다.

6

본문 34~35쪽

10④	 2 ④	 3 6	 4 ①	 5 ③

6 ②	 7 ②	 8 ⑤

기초 연습1Le

vel

주축의	길이가	8이므로	2|a|=8에서	aÛ`=16

쌍곡선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`
=1의	중심이	원점이므로	두	초점을

F(c,	0),	F'(-c,	0)`(c>0)으로	놓을	수	있고,	두	초점	

사이의	거리가	10이므로	FF'Ó=10

즉,	2c=10에서	c=5

c Û`=aÛ`+bÛ`에서

bÛ`=cÛ`-a Û`=25-16=9

따라서	aÛ`-b Û`=16-9=7

	 	④

1

O

F

F'

P
y

x

;;5;;-;;4;;=-1xÛ yÛ

쌍곡선	4xÛ̀ -5yÛ`=-20,	즉	쌍곡선	 xÛ`5 - yÛ`
4 =-1의	초점	

F의	y좌표를	c`(c>0)이라	하면

cÛ`=5+4=9,	c=3

2
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정답과 풀이

쌍곡선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`
=1의	한	초점	F의	x좌표를	c`(c>0)이라	

하면

cÛ`=aÛ`+b Û`	 	 	 yy	㉠

직선	y=2x가	쌍곡선	 xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`
=1의	한	점근선이므로

Ñ;aB;=2에서	bÛ`=4aÛ`	 	 	yy	㉡

점	F(c,	0)과	직선	y=2x,	즉	직선	2x-y=0	사이의	거리

가	4이므로

|2_c-0|
"Ã2Û`+(-1)Û``

=4,	즉	|c|=2'5

c>0이므로	c=2'5
㉠,	㉡에	의하여	(2'5)Û`=aÛ`+4a Û`,	a Û`=4

㉡에서	bÛ`=16

따라서	쌍곡선의	방정식은	
xÛ`
4 - yÛ`

16 =1이고	이	쌍곡선의	

주축의	길이는

2|a|=2_2=4

	 	①

4

쌍곡선	
(x-3)Û`

aÛ`
- yÛ`

bÛ`
=1은	쌍곡선	 xÛ`

aÛ`
- yÛ`

bÛ`
=1을	x축의	

방향으로	3만큼	평행이동한	것이므로	쌍곡선

(x-3)Û`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`
=1의	한	초점인	원점	O를	x축의	방향으로	

-3만큼	평행이동한	점	(-3,	0)과	이	점을	y축에	대하여	

대칭이동한	점	(3,	0)은	쌍곡선	 xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`
=1의	두	초점임

을	알	수	있다.	즉,

a Û`+bÛ`=9	 	 yy	㉠

이때	쌍곡선	
(x-3)Û`

aÛ`
- yÛ`

bÛ`
=1의	다른	한	초점을	F라	하

면	점	F의	좌표는	(3+3,	0),	즉	(6,	0)이다.

O

A

B

F

y

x

;;;;;;;;;;;;:;;-;;;;;;=1(x-3)Û yÛ
aÛ bÛ

5

따라서	c='7,	즉	c Û`=7이므로	㉠에서

k=c Û`-1=7-1=6

	 	6

쌍곡선	x Û`- yÛ`
k =1의	두	초점의	좌표를

F(c,	0),	F'(-c,	0)`(c>0)이라	하면

cÛ`=1+k	 	 yy	㉠

두	점	A,	B는	x축에	대하여	대칭이므로	쌍곡선	xÛ̀ - yÛ`
k =1

과	삼각형	AF'B는	그림과	같다고	하자.

O

A

B

F' F

y

x

xÛ -;k;=1yÛ

쌍곡선	xÛ̀ - yÛ`
k =1의	주축의	길이가	2_1=2이고,

AFÓ=l`(l>0)으로	놓으면	쌍곡선의	정의에	의하여

AF' Ó-AFÓ=2에서	AF'Ó=2+l

그러므로	BFÓ=AFÓ=l,	BF'Ó=AF'Ó=l+2

삼각형	AF'B의	둘레의	길이는

AF' Ó+F'BÓ+BAÓ=AF'Ó+F'BÓ+(BFÓ+AFÓ)

=(AF' Ó+AFÓ)+(BF' Ó+BFÓ)

=2(AF' Ó+AFÓ)

=2{(l+2)+l}

=4l+4

즉,	4l+4=28에서	l=6

직각삼각형	AF'F에서

F'FÓ=¿¹AF'Ó	Û`-AFÓ	Û`="Ã8Û`-6Û`=2'7

3

그러므로	F(0,	3),	F'(0,	-3)

점	P가	제1사분면에	있는	점이고,	쌍곡선	 xÛ`5 - yÛ`
4 =-1

의	주축의	길이는	2_2=4이므로	쌍곡선의	정의에	의하여

PF'Ó-PFÓ=4			 	 yy	㉠
이때

PF'Ó Û`-PFÓÛ`=(PF' Ó-PFÓ)(PF' Ó+PFÓ)=4(PF' Ó+PFÓ)

이므로

PF'Ó Û`-PFÓÛ`=48에서

4(PF'Ó+PFÓ)=48

PF'Ó+PFÓ=12	 	 yy	㉡
㉠,	㉡을	연립하여	풀면	PF'Ó=8,	PFÓ=4

따라서	PF'Ó_PFÓ=8_4=32

	 	④
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xÛ`-2x-4yÛ`+16y+5=0에서

(x-1)Û`-4(y-2)Û`=-20

즉,	
(x-1)Û`

20 -
(y-2)Û`

5 =-1

쌍곡선	
(x-1)Û`

20 -
(y-2)Û`

5 =-1은	쌍곡선

xÛ`
20

- yÛ`
5 =-1을	x축의	방향으로	1만큼,	y축의	방향으로	

2만큼	평행이동한	것이고,	쌍곡선	 xÛ`20 - yÛ`
5 =-1의	두	점

근선의	방정식이	y=;2!;x,	y=-;2!;x이므로	쌍곡선

(x-1)Û`
20 -

(y-2)Û`
5 =-1의	점근선	중	기울기가	양수인	

직선은	직선	y=;2!;x를	x축의	방향으로	1만큼,	y축의	방향

으로	2만큼	평행이동한	직선이다.

그러므로	이	직선의	방정식은

y-2=;2!;(x-1),	즉	y=;2!;x+;2#;

따라서	직선	y=;2!;x+;2#;의	y절편은	;2#;이다.

	 	②

6

그림과	같이	쌍곡선	
(x-3)Û`

aÛ`
- yÛ`

bÛ`
=1이	y축과	만나는	두	

점을	각각	A(0,	k),	B(0,	-k)`(k>0)이라	하자.

OAÓ=;2!;ABÓ=2'3이고,	OFÓ=6이므로	직각삼각형	AOF

에서

AFÓ=¿¹	OFÓ	Û`+OAÓ	Û`=¿¹6Û`+(2'3)Û`=4'3
즉,	AFÓ-OAÓ=4'3-2'3=2'3이므로	쌍곡선의	정의에	
의하여

2|a|=2'3,	aÛ`=3

aÛ`=3을	㉠에	대입하면	3+b Û`=9,	b Û`=6

따라서	bÛ`-aÛ`=6-3=3

	 	③

두	점	F(3,	0),	F'(-3,	0)을	초점으로	하는	쌍곡선의	방

정식을	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`
=1`(a>0,	b>0)이라	하면

aÛ`+bÛ`=9	 	 	 yy	㉠
이때

7

쌍곡선	
xÛ`
4 -yÛ`=1의	점근선	중	기울기가	양수인	직선	l의	

방정식은	y=;2!;x이므로	이	직선에	수직인	직선의	기울기는	

-2이다.

이때	기울기가	-2이고	쌍곡선	 xÛ`4 -yÛ`=1에	접하는	직선

의	방정식은

y=-2xÑ"Ã4_(-2)Û`-1

즉,	y=-2xÑ'¶15
따라서	두	직선	2x+y-'¶15=0,	2x+y+'¶15=0	사이의	

거리는	직선	2x+y-'¶15=0	위의	한	점	(0,	'¶15)와	직선	
2x+y+'¶15=0	사이의	거리와	같으므로	그	값은

|2_0+'¶15+'¶15|
"Ã2Û`+1Û`

=
2'¶15
'5

=2'3

	 	⑤

8

본문 36~37쪽기본 연습2Le

vel

10⑤	 2 6	 3 ①	 4 ④	 5 ②

6 12

AF'Ó=¿¹(-3-4)Û`+(-'¶15)Û`=8

AFÓ=¿¹(3-4)Û`+(-'¶15)Û`=4

이므로

AF'Ó-AFÓ=4

즉,	이	쌍곡선의	주축의	길이가	4이므로

2a=4,	a=2

a=2를	㉠에	대입하면	bÛ`=9-4=5

쌍곡선의	방정식은	
xÛ`
4 -yÛ`

5 =1이고,	이	쌍곡선	위의	점	

A(4,	'¶15)에서의	접선의	방정식은
4x
4 -

'¶15y
5 =1

즉,	x-
'¶15y

5 =1	 	 	yy	㉡

따라서	㉡에	y=0을	대입하면	이	직선의	x절편은	1이다.

	 	②
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O FHF'

PMQ

y

x

;;9;;-;16;=1xÛ yÛ

쌍곡선	
xÛ`
9 - yÛ`

16 =1의	초점	F의	x좌표가	c이므로

cÛ`=9+16=25에서	c=5

즉,	F(5,	0),	F'(-5,	0)이고,	FF' Ó=10

쌍곡선	
xÛ`
9 - yÛ`

16 =1의	주축의	길이는	2_3=6이므로	쌍

곡선의	정의에	의하여

PF'Ó-PFÓ=6

이때	PFÓ=k`(k>0)으로	놓으면	PF' Ó=k+6이고	

cos`(∠PFF')=;5!;이므로	삼각형	PF'F에서	코사인법칙

에	의하여

PF'Ó	Û`=PFÓ	Û`+FF'Ó	Û`-2_PFÓ_FF'Ó_cos`(∠PFF')

3

크다.	이때	삼각형	QF'F의	둘레의	길이와	삼각형	PF'F의	

둘레의	길이의	차는

(2q+2c+4)-(2p+2c+4)=2(q-p)

조건	(나)에	의하여

2(q-p)=2,	q-p=1

즉,	q=p+1이므로	QF' Ó=p+1,	QFÓ=p+5이다.

직각삼각형	PF'F에서

FF' Ó	Û`		=PFÓ	Û`+PF'Ó	Û`=pÛ`+(p+4)Û`	 	

=2pÛ`+8p+16	 	 yy	㉡
직각삼각형	QF'F에서

FF' Ó	Û`		=QFÓ	Û`-QF' Ó	Û`=(p+5)Û`-(p+1) Û`	 	

=8p+24	 	 	 yy	㉢
㉡,	㉢에서

2pÛ`+8p+16=8p+24,	pÛ`=4

p>0이므로	p=2

p=2를	㉢에	대입하면

FF' Ó	Û`=8_2+24=40

즉,	(2c)Û`=40에서	cÛ`=10

따라서	㉠에서

k=c Û`-4=10-4=6

	 	6

O FF'

P
Q

y

x

;;4;;-;;k;;=1xÛ yÛ

쌍곡선	
xÛ`
4 -yÛ`

k =1의	두	초점	F,	F'의	x좌표를	각각	

c,	-c`(c>0)이라	하면

cÛ`=4+k	 	 	 yy	㉠

쌍곡선	
xÛ`
4 -yÛ`

k =1의	주축의	길이가	2_2=4이므로

PFÓ=p,	QF'Ó=q`(p>0,	q>0)이라	하면	쌍곡선의	정의에	

의하여

PF'Ó-PFÓ=4에서	PF'Ó=p+4

QFÓ-QF'Ó=4에서	QFÓ=q+4

삼각형	PF'F의	둘레의	길이는

PF'Ó+F'FÓ+FPÓ=(p+4)+2c+p=2p+2c+4

삼각형	QF'F의	둘레의	길이는

QF'Ó+F'FÓ+FQÓ=q+2c+(q+4)=2q+2c+4

조건	(가)에	의하여	QFÓ>PF' Ó,	QF' Ó>PFÓ이므로	삼각형

QF'F의	둘레의	길이가	삼각형	PF'F의	둘레의	길이보다	

2

;:;;;-;:;;;=1xÛ yÛ
aÛ bÛ

O FF'

P

y

x

쌍곡선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`
=1의	다른	한	초점을	F'이라	하면	

OFÓ=OPÓ=OF'Ó이므로	세	점	F,	P,	F'은	원점	O를	중심으

로	하고	선분	FF'을	지름으로	하는	원	위의	점이다.

반원에	대한	원주각의	크기는	직각이므로	∠FPF'= p2 이

고,	FF' Ó=8,	PFÓ=4이므로	직각삼각형	PF'F에서

PF'Ó=¿¹FF'Ó	Û`-PFÓ	Û`="Ã8Û`-4Û`=4'3
쌍곡선의	정의에	의하여	PF'Ó-PFÓ=2a이므로

2a=4'3-4에서	a=2('3-1)

따라서	aÛ`+bÛ`=4 Û`에서

bÛ`		=4Û`-aÛ`=16-4('3-1)Û`=8'3
	 	⑤

1
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기하.indb   26 23. 1. 4.   오후 1:50



(k+6)Û`=kÛ`+10Û`-2_k_10_;5!;에서

kÛ`+12k+36=kÛ`+100-4k,	16k=64,	k=4

PFÓ=4이고	두	점	Q,	F'이	두	점	P,	F와	각각	y축에	대하

여	대칭이므로

QF'Ó=PFÓ=4

점	P에서	x축에	내린	수선의	발을	H라	하면	직각삼각형

PHF에서

HFÓ=PFÓ̀ cos`(∠PFF')=4_;5!;=;5$;

또	원점을	O,	선분	PQ가	y축과	만나는	점을	M이라	하면

MPÓ=OHÓ=OFÓ-HFÓ=5-;5$;=;;ª5Á;;

그러므로	PQÓ=2MPÓ=2_;;ª5Á;;=;;¢5ª;;

따라서	사각형	PQF'F의	둘레의	길이는

PQÓ+QF'Ó+F'FÓ+FPÓ=;;¢5ª;;+4+10+4= 132
5

	 	①

조건	(가)에	의하여	두	초점이	x축과	평행한	직선	위에	있

고,	조건	(나)에	의하여	두	점근선이	만나는	점	(3,	3)이	쌍

곡선의	중심이므로	이	쌍곡선의	방정식은

(x-3)Û`
aÛ`

-
(y-3)Û`

bÛ`
=1	(a,	b는	상수)	 	 yy`㉠

로	놓을	수	있다.

쌍곡선	㉠은	쌍곡선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`

=1을	x축의	방향으로	3만큼,	

y축의	방향으로	3만큼	평행이동한	것이고,	조건	(가)에서	쌍

곡선	㉠의	두	초점	사이의	거리가	4'2이므로	쌍곡선
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`

=1의	두	초점	사이의	거리도	4'2이다.	즉,	쌍곡

선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`

=1의	두	초점의	좌표가	(-2'2,	0),	(2'2,	0)

이므로

aÛ`+bÛ`=8	 yy`㉡

또	쌍곡선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`

=1의	두	점근선의	방정식이	

y= b
a x,	y=- b

a x이고,	조건	(나)에	의하여	쌍곡선	㉠의	

두	점근선이	서로	수직이므로	두	직선	y= b
a x,	y=- b

a x

도	서로	수직이다.

즉,	
b
a _{- b

a }=-1에서	aÛ`=b Û`	 yy`㉢

㉢을	㉡에	대입하면

2aÛ`=8에서	aÛ`=4,	b Û`=4

4

그러므로	조건을	만족시키는	쌍곡선의	방정식은

(x-3)Û`
4 - (y-3)Û`

4 =1이고,	이	쌍곡선이	x축과	만나는	

점을	구하기	위해	이	방정식에	y=0을	대입하면

(x-3)Û`
4 -;4(;=1,(x-3) Û`=13

x-3='¶13	에서	x=3+'¶13
x-3=-'¶13	에서	x=3-'¶13

따라서	쌍곡선	
(x-3)Û`

4 - (y-3)Û`
4 =1이	x축과	만나는	

서로	다른	두	점의	좌표가	(3+'¶13,	0),	(3-'¶13,	0)이므
로	이	두	점	사이의	거리는	

(3+'¶13	)-(3-'¶13	)=2'¶13
	 	④

쌍곡선	
(x-3)Û`

4 - (y-3)Û`
4 =1의	두	초점은	

(3+2'2,	3),	(3-2'2,	3)이므로	이	두	점을	각각	F,	F'
이라	하고	이를	좌표평면에	나타내면	그림과	같다.

O

F
3+14133-1413

F'

y y=x

y=-x+6

x

;;;;;;;4;'';;;;;;-;;;;;;;4;'';;;;;;=1(x-3)Û (y-3)Û(3, 3)

O

C

y l

x

A(2, 2)

원	xÛ`+(y-3)Û`=5의	중심을	C라	하면	C(0,	3)이므로	직

선	AC의	기울기가	 3-2
0-2 =-;2!;이고,	직선	AC와	직선	l

이	서로	수직이므로	직선	l의	기울기는	2이다.

직선	l이	점	A(2,	2)를	지나므로	직선	l의	방정식은

y-2=2(x-2),	즉	y=2x-2

한편,	쌍곡선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`

=1	위의	점	A(2,	2)에서의	접선	l

의	방정식은

5
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쌍곡선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`

=1의	두	초점	F,	F'의	x좌표가	각각	3,	

-3이므로

a Û`+bÛ`=9	 yy	㉠

쌍곡선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`

=1	위의	점	P에서의	접선	l의	기울기가	

2'2이고,	점	P가	제1사분면의	점이므로	직선	l의	방정식은

y=2'2x-"Ã8aÛ`-b Û`	 yy	㉡
한편,	직선	l이	x축과	만나는	점을	R라	하면	직선	l과	직선	

F'Q가	서로	평행하고	PFÓ̀ :`PQÓ=1`:`3이므로	

RFÓ`:`RF'Ó=1`:`3이다.	즉,	점	R는	선분	FF'을	1`:`3으로	

내분하는	점이므로	점	R의	좌표는

{ 1_(-3)+3_3
1+3

,	0},	즉	{;2#;,	0}

직선	l은	점	R{;2#;,	0}을	지나므로	㉡에서

0=2'2_;2#;-"Ã8aÛ`-bÛ`	,	"Ã8aÛ`-bÛ`	=3'2

즉,	8aÛ`-b Û`=18	 yy`㉢

㉠,	㉢을	연립하여	풀면	aÛ`=3,	b Û`=6이고,	직선	l의	방정	

식은

y=2'2x-3'2

그러므로	쌍곡선의	방정식은	
xÛ`
3 - yÛ`

6 =1이고,	이	쌍곡선	

위의	점	P의	좌표를	(xÁ,	yÁ)`(xÁ>0,	yÁ>0)으로	놓으면	
xÁÛ`
3 -

yÁÛ`
6 =1	 yy`㉣

점	P는	직선	l	위의	점이므로

yÁ=2'2xÁ-3'2	 yy`㉤

㉤을	㉣에	대입하면

xÁÛ`
3 -

(2'2xÁ-3'2)Û`
6 =1

xÁÛ`
3 -

(2xÁ-3)Û`
3 =1,	3(xÁ-2)Û`=0

즉,	xÁ=2,	yÁ='2이므로	P(2,	'2	)

PFÓ=¿¹(3-2)Û`+(0-'2)Û`='3이므로
PQÓ=3PFÓ=3'3

쌍곡선	
xÛ`
3 - yÛ`

6 =1의	주축의	길이가	2'3이므로	쌍곡선의	

정의에	의하여

PF'Ó-PFÓ=2'3에서
PF'Ó=2'3+PFÓ=2'3+'3=3'3

PRÓ=®É{2-;2#;}Û`+('2-0)Û`=;2#;이고,	

PRÓ`:`QF'Ó=1`:`4이므로
O

Q

F' F
P

R

y l

x

6

2x
aÛ`

- 2y
bÛ`

=1,	즉	y= bÛ`
aÛ`

x- bÛ`
2

이	직선이	직선	y=2x-2와	같으므로	 bÛ`
aÛ`

=2,	 bÛ`2 =2

bÛ`
2 =2에서	b Û`=4

bÛ`
aÛ`

=2에서	aÛ`= bÛ`
2 =2

따라서	aÛ`+bÛ`=2+4=6

	 	②

점	A(2,	2)가	쌍곡선	 xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`

=1	위의	점이므로

4
aÛ`

- 4
bÛ`

=1,	즉	4b Û`-4aÛ`=aÛ`bÛ`	 	 	yy	㉠

원	xÛ`+(y-3) Û`=5의	중심을	C라	하면	C(0,	3)이므로	직

선	AC의	기울기가	 3-2
0-2 =-;2!;이고,	직선	AC와	직선	l

이	서로	수직이므로	직선	l의	기울기는	2이다.

직선	l이	점	A(2,	2)를	지나므로	직선	l의	방정식은

y-2=2(x-2),	즉	y=2x-2

한편,	쌍곡선	
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`
=1에	접하고	기울기가	2인	직선의	

방정식은

y=2xÑ"ÃaÛ`_2Û`-bÛ`,	즉	y=2xÑ"Ã4aÛ`-bÛ`

이	직선	중	y절편이	음수인	직선의	방정식은

y=2x-"Ã4aÛ`-bÛ`이고,	이	직선이	직선	y=2x-2와	같으

므로

"Ã4a Û`-bÛ`=2,	4aÛ`-b Û`=4	 	 	 yy	㉡
㉡에서	bÛ`=4aÛ`-4이므로	이를	㉠에	대입하면

4(4aÛ`-4)-4a Û`=aÛ`(4aÛ`-4)

aÝ`-4aÛ`+4=0,	(aÛ`-2)Û`=0,	aÛ`=2

㉡에서	bÛ`=4aÛ`-4=4

따라서	쌍곡선의	방정식은	
xÛ`
2 -yÛ`

4 =1이므로

aÛ`+bÛ`=2+4=6
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또	F'PÓ̀ :`PQÓ=2`:`1에서	PQÓ=;2!;	F'PÓ=k+1

삼각형	PFQ의	둘레의	길이가	16이므로

PFÓ+FQÓ+QPÓ=16

즉,	2k+3k+(k+1)=16에서

6k=15,	k=;2%;

직각삼각형	PH1F'에서	PF'Ó=7,	PH1 Ó=PFÓ=5이므로

F'H1Ó=¿¹PF'Ó	Û`-PH1 Ó	Û`="Ã7Û`-5Û`=2'6
즉,	점	P의	좌표는	(-p+5,	2'6)이고	이	점이	포물선	
yÛ`=4px	위의	점이므로

(2'6)Û`=4p(-p+5)

pÛ`-5p+6=0,	(p-2)(p-3)=0

p=2	또는	p=3

p=2일	때,	P(3,	2'6),	F(2,	0)이므로	점	P의	x좌표가	
점	F의	x좌표보다	작다는	조건을	만족시키지	않는다.

p=3일	때,	P(2,	2'6),	F(3,	0)이	되어	문제의	조건을	만
족시킨다.

따라서	p=3

	 	④

쌍곡선	H1:`x Û`- yÛ`
15 =1의	두	초점	F,	F'의	x좌표가	각각	

c,	-c`(c>0)이므로

cÛ`=1+15=16,	c=4

즉,	F(4,	0),	F'(-4,	0)이고	이	두	점은	쌍곡선	

H2:`
xÛ`
aÛ`

- yÛ`
bÛ`
=1의	두	초점이므로

aÛ`+b Û`=16	 	 yy	㉠
쌍곡선	H1	위의	점	P에	대하여	PF' Ó=k`(k>0)이라	하면	

쌍곡선	H1의	주축의	길이가	2이므로	쌍곡선의	정의에	의하여

PFÓ-PF'Ó=2에서	PFÓ=k+2

조건	(가)에	의하여	2PF' Ó=FF'Ó+PFÓ이므로

2k=8+(k+2),	k=10

즉,	PF' Ó=10,	PFÓ=12

쌍곡선	Hª의	주축의	길이가	2a이므로	QF'Ó=l`(l>0)이라	

하면	쌍곡선의	정의에	의하여

QFÓ-QF'Ó=2a에서	QFÓ=l+2a

이때	삼각형	PQF의	둘레의	길이는

PQÓ+QFÓ+FPÓ  =(PF'Ó-QF'Ó)+QFÓ+FPÓ   

=(10-l)+(l+2a)+12	 	

=2a+22

2

HÁ

Hª

O

F' F

P

Qy

x

x=-p
xÛ -;;;;;;;;;;;;=1yÛ

pÛ -1

yÛ =4px

쌍곡선	xÛ`- yÛ`
pÛ`-1

=1의	두	초점	F,	F'의	x좌표를	각각	

c,	-c`(c>0)이라	하면

cÛ`=1Û`+(pÛ`-1)=pÛ`에서	c=p

즉,	F(p,	0),	F'(-p,	0)

또	포물선	yÛ̀ =4px의	초점은	F(p,	0)이고	준선의	방정식은	

x=-p이다.

두	점	P,	Q에서	준선에	내린	수선의	발을	각각	H1,	H2라	하

면	포물선의	정의에	의하여

PFÓ=PH1Ó,	QFÓ=QH2 Ó	 	 yy	㉠

F'PÓ̀ :`PQÓ=2`:`1이고,	직선	PH1과	직선	QH2는	서로	평행

하므로

PH1Ó`:`QH2 Ó=2`:`3

㉠에	의하여	PFÓ̀ :`QFÓ=2`:`3

PFÓ=2k`(k>0)으로	놓으면	QFÓ=3k이고,	쌍곡선	

xÛ`- yÛ`
pÛ`-1

=1의	주축의	길이가	2이므로	쌍곡선의	정의에	

의하여

PF'Ó-PFÓ=2에서	PF'Ó=2k+2

1

본문 38쪽

10④	 2 2	 3 ⑤

실력 완성3Le

vel

QF'Ó=4PRÓ=4_;2#;=6

따라서	삼각형	PQF'의	둘레의	길이는

PQÓ+QF'Ó+F'PÓ=3'3+6+3'3=6+6'3
즉,	p=6,	q=6이므로	p+q=6+6=12

	 	12
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기하.indb   29 23. 1. 4.   오후 1:50



정답과 풀이

점	P에서	쌍곡선에	그은	접선과	쌍곡선의	접점의	좌표를	

(xÁ,	yÁ)이라	하면	점	(xÁ,	yÁ)이	쌍곡선	x Û`-
yÛ`
4 =1	위의	

점이므로	

xÁÛ`-
yÁÛ`
4 =1	 yy`㉠

쌍곡선	xÛ̀ -
yÛ`
4 =1	위의	점	(xÁ,	yÁ)에서의	접선의	방정식은

xÁx-
yÁy
4 =1	 yy`㉡

직선	㉡이	점	P(0,	t)를	지나므로

-
yÁt
4 =1,	yÁ=- 4

t

yÁ=- 4
t
	를	㉠에	대입하여	정리하면

xÁÛ`=1+
yÁÛ`
4 =1+{- 4

t }
Û`_;4!;=1+ 4

tÛ`

xÁ=¾Ð1+ 4
tÛ`
	또는	xÁ=-¾Ð1+ 4

tÛ`

즉,	Q{-¾Ð1+ 4
tÛ`
	,	- 4

t }이므로	㉡에서	직선	lÁ의	방정식은

-¾Ð1+ 4
tÛ`
	x+ 1

t y=1	 	 yy`㉢

R{¾Ð1+ 4
tÛ`
	,	- 4

t }이므로	㉡에서	직선	lª의	방정식은

¾Ð1+ 4
tÛ`
	x+ 1

t y=1	 yy`㉣

ㄱ.			t=1을	㉢에	대입하면	직선	lÁ의	방정식은	 	

-'5x+y=1,	즉	y='5x+1	 	

t=1을	㉣에	대입하면	직선	lª의	방정식은		

'5x+y=1,	즉	y=-'5x+1	 	

그러므로	두	직선	lÁ,	lª의	기울기의	곱은		 	

'5_(-'5	)=-5	(참)

ㄴ.			Q{-¾Ð1+ 4
tÛ`
	,	- 4

t },	R{¾Ð1+
4
tÛ`
	,	- 4

t }이므로

QRÓ	Û`={2¾Ð1+ 4
tÛ`
	}Û`=4{1+ 4

tÛ`
}	 	

QRÓ	Û`É5에서	 	

4{1+ 4
tÛ`
}�É5,	1+ 4

tÛ`
É;4%;,	 1

tÛ`
É;1Á6;	 	

즉,	tÛ`¾16에서	tÛ`-16=(t+4)(t-4)¾0	

t>0이므로	t¾4	 	

따라서	t의	최솟값은	4이다.	(참)

ㄷ.			R{¾Ð1+ 4
tÛ`
	,	- 4

t }이므로	삼각형	FF'R가	직각삼각형

이	되도록	하는	t의	값을	구하면	다음과	같다.

쌍곡선	x Û`-
yÛ`
4 =1의	두	초점	F,	F'의	x좌표를	각각

c,	-c`(c>0)이라	하면

cÛ`=1+4=5,	c='5
즉,	F('5,	0),	F'(-'5,	0)

한편,	점	P(0,	t)에서	쌍곡선	xÛ`-
yÛ`
4 =1에	그은	두	접선	

l1,	l2는	y축에	대하여	대칭이므로	두	점	Q,	R도	y축에	대하

여	대칭이다.

3

삼각형	QF'F의	둘레의	길이는

QF'Ó+F'FÓ+FQÓ		=l+8+(l+2a)	 	

=2a+2l+8

조건	(나)에	의하여

(2a+22)-(2a+2l+8)=10

즉,	14-2l=10에서	l=2이므로	QF'Ó=2,	QFÓ=2+2a

O

F' F

P

12

8

8

2+2aQ 2

y HÁ

Hª

x

한편,	삼각형	PF'F에서	코사인법칙에	의하여

cos`(∠PF'F)= PF'Ó Û`+FF'Ó Û`-PFÓ Û`

2_PF'Ó_FF'Ó

= 10Û`+8Û`-12Û`
2_10_8

=;8!;

이므로	삼각형	QF'F에서	코사인법칙에	의하여

QFÓ	Û`=QF' Ó	Û`+FF'Ó	Û`-2_QF'Ó_FF'Ó_cos`(∠QF'F)

즉,	(2+2a)Û`=2Û`+8Û`-2_2_8_;8!;에서

aÛ`+2a-15=0,	(a+5)(a-3)=0

a>1이므로	a=3

a Û`=9이므로	㉠에서	b Û`=16-aÛ`=7

따라서	aÛ`-bÛ`=9-7=2

	 	2
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AB³=CA³이므로	벡터의	정의에	의하여	그림과	같다.

C A B

|AB³|=|CD³|=|AD³|=2에서	ABÓ=CDÓ=ADÓ=2

이때		AB³=CA³에서	ABÓ=CAÓ이므로

CAÓ=CDÓ=ADÓ=2

그러므로	삼각형	CAD는	한	변의	길이가	2인	정삼각형이다.

C

D

A B

따라서	삼각형	ADB의	넓이는

;2!;_ABÓ_ADÓ_sin`120ù=;2!;_2_2_ '32 ='3

	 	③

1

AP³=BÕM³이므로	그림과	같이	사각형	ABMP는	평행사변

형이다.

B C

M

A

P

한편,	삼각형	ABC에서	BMÓ⊥CAÓ이므로

|AP³|=|BM³|=BMÓ=2`sin`60ù=2_ '32 ='3

∠ABM=30ù이고	사각형	ABMP는	평행사변형이므로

∠BAP		=150ù

따라서	ABÓ=2이고	APÓ='3이므로	코사인법칙에	의하여

2

벡터의 연산04

10 ③	 20 ③	 30 ④	 40 4	 50 ②

60 ②	 7 ②	 8 6	 9 ⑤	 10 ④

본문 41~49쪽
유제

Ú	∠F'FR= p2 일	때

lÁlª

O
F' F

P

R

y

x

점	R의	x좌표는	'5이므로

¾Ð1+ 4
tÛ`
='5

양변을	제곱하면

1+ 4
tÛ`
=5,	tÛ`=1

t>0이므로	t=1

Û	∠FRF'= p2 일	때

O
F' F

P

R

y

lÁ lª

x

세	점	F,	F',	R가	원점	O를	중심으로	하고	반지름

의	길이가	'5인	원	위에	있으므로	ORÓ='5

ORÓ=¾Ð1+ 4
tÛ`
+ 16

tÛ`
=¾Ð1+ 20

tÛ`

즉,	¾Ð1+ 20
tÛ`

='5

양변을	제곱하면

1+ 20
tÛ`

=5,	tÛ`=5

t>0이므로	t='5
Ú,	Û에	의하여	t=1	또는	t='5이므로	a=1,	b='5
그러므로	aÛ`+bÛ`=1Û`+('5)Û`=6`(참)

이상에서	옳은	것은	ㄱ,	ㄴ,	ㄷ이다.

	 	⑤
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pø=a ø+bø,	q ø=aø-2bø이므로

pø+qø		=(aø+b ø)+(aø-2b ø)

=2aø-b ø	 	 	 yy	㉠

또	pø=aø+bø,	rø=2a ø+kb ø이므로

pø-2rø		=(aø+b ø)-2(2aø+kbø)

=-3aø+(1-2k)bø	 	 	yy	㉡

두	벡터	pø+q ø,	pø-2rø가	평행하므로	0이	아닌	상수	m에	대

하여

m(p ø+q ø)=pø-2rø	 	 	 yy	㉢

㉠과	㉡을	㉢에	대입하면

2ma ø-mb ø=-3a ø+(1-2k)bø

이때	두	벡터	a ø,	b ø가	모두	영벡터가	아니고	평행하지	않으

므로

2m=-3,	-m=1-2k

따라서	m=-;2#;	이므로	;2#;=1-2k

k=-;4!;

	 	②

6

정삼각형	ABC의	변	BC의	중점을	M이라	하면

M

P

A B

C

30ù
4

AP³= 2
|2AB³+BC³|

	{AB³+;2!;	BC³}

= 1

|AB³+;2!;	BC³|
	{AB³+;2!;	BC³}

= 1
|AÕB³+BÕM³|

	(AB³+BM³)

= 1
|AÕM³³|

	AM³

즉,	벡터	AP³는	크기는	1이고	방향은	AM³과	같다.

따라서	|AP³|=1,	∠MAB=30ù,	ABÓ=4이므로

구하는	삼각형	ABP의	넓이는

;2!;_1_4_sin`30ù=1

	 	②

5

A BOÁ

P Q

CÁ

Oª

Cª

Q'

원	CÁ	위의	점	Q'을	OÁÕQ'³=Oª ÕÕQ³가	되도록	잡으면

OÕÁP³+OÕÁOª³-OÕªQ³		=OÕÁP³+OÕÁOª³-OÁÕQ'³	 	

=OÕÁP³+OÕÁOª³+QÕ'OÁ³	 	

=OÕÁP³+QÕ'OÁ³+OÕÁOª³	

=(OÕÁP³+QÕ'OÁ³)+OÕÁOª³	

=(QÕ'OÁ³+OÕÁP³)+OÕÁOª³	 	

=QÕ'P³+OÕÁOª³

직선	OÁOª가	원	CÁ과	만나는	점	중	선분	OÁOª	위에	있지	

않은	점을	A,	선분	OÁOª	위에	있는	점을	B라	할	때,	구하는	

벡터의	크기가	최대이기	위해서는	QÕ'P³=AB³이어야	한다.

따라서	OÕÁOª³=AB³이므로	구하는	최댓값은

2_|AB³|=2_2=4

	 	4

4

|BP³|=BPÓ

="Ã2Û`+('3)Û`-2_2_'3_cos`150ù

='Ä4+3+6='¶13
	 	③

B
M

C

A

|AÕB³-CÕM³|='5에서
AB³-CÕM³		=AB³+MÕC³=AB³+BÕM³	 	

=AÕM³

즉,	직각삼각형	ABM에서	ABÓ=1,	AMÓ='5이므로

BMÓ=¿¹AMÓ	Û`-ABÓ	Û`=¿¹('5)Û`-1Û`=2

따라서

ACÓ=¿¹ABÓ	Û`+BCÓ	Û`="Ã1Û`+4Û`='¶17
	 	④

3
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점	G가	삼각형	OAB의	무게중심이므로

OG³= OO³+OÕA³+OB³
3 = aø+bø

3 	 	 	yy	㉠

또	점	C가	선분	AB를	1`:`5로	내분하는	점이므로

OC³= 5aø+b ø
5+1 = 5aø+b ø

6 	 	 	 yy	㉡

㉠,	㉡에서

GC³=OC³-OG³= 5aø+b ø
6 - aø+b ø

3

= 3aø-b ø
6 =;6#;aø-;6!;bø

따라서	m+n=;6#;+{-;6!;}=;3!;

	 	②

7

OP³=;3!;aø+;3!;bø=;3!;aø+;3@;{;2!;b ø}

O A

PC

B

aø

bø

이때	OC³=cø=;2!;	b ø라	하면	OP³= aø+2c ø
3

이므로	점	P는	선

분	AC를	2`:`1로	내분하는	점이다.

따라서	k=;2!;,	m=2,	n=1이므로

m+n
k = 2+1

;2!;
=6

	 	6

OP³=;3!;	aø+;3!;	bø를	만족시키는	점	P는	삼각형	OAB의	무

게중심이다.

8

|2(aø+b ø)-bø|=5에서

|2aø+b ø|=5	 	 yy	㉠
두	벡터	a ø,	bø가	서로	평행하고	방향은	반대이므로

bø=kaø`(k<0)으로	놓으면	㉠에서

|(2+k)aø|=5

|k+2|_|aø|=5

|aø|=2이므로	|k+2|=;2%;

k+2=;2%;	또는	k+2=-;2%;

k=;2!;	또는	k=-;2(;

2

aø=(x,	x-y),	b ø=(y+1,	2y+5)이고	aø=bø이므로

x=y+1	 	 	 yy	㉠
x-y=2y+5	 	 yy	㉡
㉠을	㉡에	대입하면

(y+1)-y=2y+5

2y=-4,	y=-2

이때	x=(-2)+1=-1

따라서	xy=(-1)_(-2)=2

	 	⑤

9

벡터	aø와	방향이	반대인	벡터는	-aø

이	벡터와	방향이	같고	크기가	1인	벡터는

-aø
|-aø|

		=- aø
|aø|

=- 1
"Ã3Û`+(-4)Û`

	(3,	-4)	

=-;5!;(3,	-4)={-;5#;,	;5$;}

따라서	모든	성분의	합은

{-;5#;}+;5$;=;5!;

	 	④

10

본문 50~51쪽

10④	 2 ③	 3 ④	 4 ④	 5 ④

6 ②	 7 ①	 8 ③	 9 ⑤

기초 연습1Le

vel

xø+yø=aø+5bø	 	 	yy	㉠
xø-yø=3aø+bø	 	 	yy	㉡
㉠과	㉡을	변끼리	더하면

2xø=4aø+6bø,	x ø=2aø+3bø

㉠에서	yø=aø+5b ø-xø이므로

yø		=aø+5b ø-(2aø+3bø)=-a ø+2bø

따라서

xø+3yø		=(2aø+3bø)+3(-a ø+2bø)=-aø+9bø

즉,	m=-1,	n=9이므로

m+n=(-1)+9=8

	 	④

1
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선분	AB의	중점을	M이라	하면	점	M의	좌표는

{ 1+3
2 ,	

2+6
2 },	즉	(2,	4)이고

PA³+PB³=2_{ PA³+PB³
2 }=2PÕM³

따라서	2|PÕM³|의	최댓값은	원	(x+1) Û`+y Û`=1의	중심을	

C(-1,	0)이라	할	때

2_(CMÓ+1)		=2_"Ã{2-(-1)}Û`+(4-0)Û`+2	

=2_5+2=12

	 	⑤

9

aø+2bø		=(1,	2)+2(3,	-1)=(1,	2)+(6,	-2)	

=(7,	0)

따라서	벡터	aø+2b ø의	모든	성분의	합은

7+0=7

	 	④

5

a ø-(bø-2aø)		=aø+(2aø-b ø)=3aø-b ø	 	

=3(-1,	2)-(3,	1)	 	

=(-3,	6)-(3,	1)	 	

=(-6,	5)

이므로	모든	성분의	합은	(-6)+5=-1

	 	②

6

AP³=BC³+PC³에서	원점	O에	대하여

OP³-OA³=(OC³-OB³)+(OC³-OP³)

2OP³=2OC³-OB³+OA³

2(a,	b)=2(-3,	2)-(2,	3)+(1,	2)

2(a,	b)=(-7,	3)

(a,	b)={-;2&;,	;2#;}

따라서	a+b={-;2&;}+;2#;=-2

	 	①

7

두	벡터	OA³,	BC³가	평행하므로	0이	아닌	상수	k에	대하여

k	OA³=BC³

k	OA³=OC³-OB³

이때	A(2,	1),	B(5,	x),	C(x+1,	7)이므로

k(2,	1)=(x+1,	7)-(5,	x)

(2k,	k)=(x-4,	7-x)

2k=x-4	 	 yy	㉠
k=7-x	 	 		yy	㉡
㉡을	㉠에	대입하면

14-2x=x-4,	3x=18

따라서	x=6

	 	③

8

O P'A'

P

B

A

3

h
1

OP³= OA³+OB³
2 에서	점	P는	선분	AB의	중점이다.

점	P에서	직선	OB에	내린	수선의	발을	P',	점	A에서	직선	

OB에	내린	수선의	발을	A'이라	하면

AA'Ó=2PP'Ó=2_1=2

따라서	sin`h= AA'Ó
OAÓ

=;3@;

	 	④

3

(3k-2)	PO³=kPA³+2kPB³에서

(2-3k)	OP³=k(OA³-OP³)+2k(OB³-OP³)

이때	OP³=pø,	OA³=aø,	OB³=bø	라	하면

(2-3k)pø=k(aø-pø)+2k(bø-p ø)

pø=k
2 (a ø+2bø)=;2#;k_ aø+2bø

3

이때	OX³=aø+2b ø
3 를	만족시키는	점	X는	선분	AB를	2`:`1

로	내분하는	점이므로	점	P가	삼각형	OAB의	경계	또는	내

부에	있으려면

0É;2#;	kÉ1,	0ÉkÉ;3@;

따라서	a=0,	b=;3@;이므로	a+b=0+;3@;=;3@;

	 	④

4

이때	k<0이므로	k=-;2(;

따라서

|aø+bø|=|aø+{-;2(;}aø|=|-;2&;aø|

=;2&;_|aø|=;2&;_2=7

	 	③
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OP³=QR³이므로	두	벡터	OP³,	QR³의	크기가	같아야	한다.

이때	벡터	OP³의	크기가	1이므로	벡터	QR³의	크기도	1이다.

또	OP³=QR³이므로	두	벡터	OP³,	QR³의	방향이	같아야	한

다.	선분	PS가	원의	지름이	되도록	원	위의	점	S를	잡으면	

세	삼각형	OSQ,	OQR,	ORP는	모두	한	변의	길이가	1인	

정삼각형이다.

O

QS

R

P

따라서	세	점	P,	Q,	R를	꼭짓점으로	하는	삼각형	PQR에

서	∠QRP=120ù이므로	삼각형	PQR의	넓이는

;2!;_QRÓ_RPÓ_sin`120ù=;2!;_1_1_
'3
2 =

'3
4

	 	①

1

본문 52~53쪽기본 연습2Le

vel

10①	 2 ⑤	 3 ②	 4 ④	 5 80

6 ④

벡터	
AP³

|AP³|
	는	방향이	벡터	AP³와	같고	크기가	1인	벡터이

므로	벡터	3_ AP³
|AP³|

	는	방향이	벡터	AP³와	같고	크기가	3인	

벡터이다.

P

A B
3

2

C

D

즉,	점	Q가	나타내는	도형은	중심이	A이고	반지름의	길이가	

3인	원이	직선	AC와	만나는	두	점	중	점	C와	가까운	점을	

D라	할	때,	호	BD이다.

∠DAB=h라	하면	호	BD의	길이가	p이므로

3_h=p,	h= p3
따라서	삼각형	ABC의	넓이는

;2!;_3_2_sin` p3 =
3'3
2
	 	⑤

2

O M

P

P'

A

C

H
N

B

D

점	C를	사각형	OACB가	평행사변형이	되도록	잡으면

OÕA³+OB³=OC³	 	 	 yy	㉠
또	두	점	D,	P'을	CD³=MÕN³,	CP' ³=MP³가	되도록	잡으면	

점	P'은	선분	CD	위에	있다.

㉠에서

OA³+OB³+MP³		=OC³+CP' ³	 	

=OP' ³	 	 	yy	㉡
이때	두	선분	AB,	OC의	교점을	H라	하면	삼각형	OAB가	

OAÓ=OBÓ인	이등변삼각형이므로

∠OCD=∠OHB=90ù

㉡에서	벡터	OP'³의	크기가	최대이기	위해서는	점	P'이	점	D

이어야	하고	|OD³|='¶17
OHÓ=x라	하면	직각삼각형	OCD에서

ODÓ	Û`=(2OHÓ)Û`+CDÓ	Û`

17=(2x)Û`+1Û`,	4x Û`=16,	x Û`=4

x>0이므로	x=2

따라서	삼각형	OAB의	넓이는

;2!;_ABÓ_OHÓ=;2!;_2_2=2

	 	②

3

AP³=DP'³이	되도록	하는	점	P'을	잡으면

AQ³		=AP³+AD³=DP' ³+AD³	 	

=AD³+DP'³=AP' ³

이때	점	Q가	나타내는	도형은	중심이	D이고	반지름의	길이

가	1인	원이다.

한편,	직선	AC와	이	원이	한	점	C에서만	만나므로

∠ACB=90ù

A B

C

D
P

P'

4
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지름이	선분	CA인	반원을	점	M이	점	P가	되도록	평행이

동하여	그리면	이	반원과	선분	CA가	만나는	점	중	하나가	

점	Q가	되고,	PQ³=MR³에	의하여	점	R가	결정된다.

B CP

M

A

Q

R

1

본문 54쪽

10④	 2 15	 3 12

실력 완성3Le

vel

점	C가	선분	AB를	1`:`2로	내분하는	점이므로

OC³= 2aø+bø
3

이때	세	점	O,	C,	E가	한	직선	위에	있으므로	0이	아닌	어떤	

실수	s에	대하여

OE³=s	OC³= 2s
3 	aø+

s
3 	bø	 	 yy	㉠

6

AP³=t(aø+bø)에서	AP³=2t{ aø+bø
2 }이므로	선분	BC의	중

점을	M이라	하면	점	P가	나타내는	도형은	직선	AM이고,	

삼각형	ABM은	ABÓ=BMÓ=3인	이등변삼각형이다.

A B

M

H

C

aø

b ø

한편,	중심이	B이고	반지름의	길이가	'5인	원이	직선	AM

과	한	점에서만	만나므로	만나는	점을	H라	하면	H는	접점	

이다.

직각삼각형	ABH에서

AHÓ=¿¹ABÓ	Û`-BHÓ	Û`=¿¹3Û`-('5)Û`=2

이때	삼각형	ABM은	이등변삼각형이므로	이	삼각형의	넓

이는

;2!;_AMÓ_BHÓ		=;2!;_2AHÓ_BHÓ	 	

=;2!;_4_'5=2'5

따라서	삼각형	ABC의	넓이	S는	삼각형	ABM의	넓이의		

2배와	같으므로

S=2_2'5=4'5
SÛ`=80

	 	80

5

따라서	삼각형	ABD의	넓이는

;2!;_BDÓ_ACÓ=;2!;_2_4=4

	 	④

또	AD³=OD³-OA³=;2!;b ø-aø이므로	어떤	실수	t에	대하여

OE³=OA³+tAD³=a ø+t{;2!;	bø-aø}

=(1-t)aø+ t
2 	bø	 	 	 yy	㉡

㉠과	㉡이	서로	같아야	하고	두	벡터	aø,	bø는	서로	평행하지	

않으므로

2s
3 =1-t	 yy	㉢

s
3 =

t
2 	 	 yy	㉣

㉣에서	t=;3@;s이므로	이것을	㉢에	대입하면

2s
3 =1- 2s

3 ,	
4s
3 =1,	s=;4#;

따라서	s=;4#;	을	㉠에	대입하면	OE³=;2!;a ø+;4!;bø

즉,	m=;2!;,	n=;4!;	이므로	m+n=;2!;+;4!;=;4#;

	 	④

0<t<1인	어떤	실수	t에	대하여	점	E가	선분	AD를	

t`:`(1-t)로	내분하는	점이라	하면

OE³=tOD³+(1-t)OA³=(1-t)aø+ t
2
	bø
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O

P

Q

A

B

CÁ

Cª

OA³=aø,	AP³=pø,	OB³=bø,	BQ³=qø라	하면

OX³		=OP³+OQ³	 	

=(OA³+AP³)+(OB³+BQ³)	 	

=(aø+pø)+(bø+qø)	 	

=(aø+bø)+(pø+qø)	 	 yy	㉠

이때	점	C를	AC³=OB³가	되도록	잡고,	벡터	q ø의	시점을	

점	C,	벡터	p ø의	시점을	벡터	q ø의	종점으로	놓으면	그림과	

같다.

O

D

A

B C

pø

qø

2

OA³=aø,	AP³=pø,	OQ³=qø라	하면

OX³= OP³+2OQ³
3 =

(OA³+AP³)+2OQ³³
3

=
(aø+pø)+2q ø

3

=;3!;	pø+ aø+2qø
3 	 	 yy	㉠

이때	선분	AQ를	2`:`1로	내분하는	점을	R라	하면	㉠에서

OX³=;3!;	pø+OR³

3

이때	벡터	p ø의	종점을	D라	하면

aø+b ø=OC³	 yy	㉡

pø+q ø=qø+p ø=CD³	 yy	㉢
㉠,	㉡,	㉢에서

OX³=OC³+CD³=OD³

그러므로	점	X가	나타내는	영역은	점	C를	중심으로	하고	

반지름의	길이가	3인	원의	경계	또는	내부에서	점	C를	중심

으로	하고	반지름의	길이가	1인	원의	내부를	제외한	부분이

므로	넓이는

3Û`p-1Û`p=8p

O

D

A
H

B C

또	점	C에서	직선	OA에	내린	수선의	발을	H라	하면

OHÓ=OAÓ+AHÓ=4+2=6

CHÓ=CAÓ̀ sin`60ù=4_
'3
2 =2'3

이므로

OCÓ=¿¹OHÓ	Û`+CHÓ	Û

=¿¹6Û`+(2'3)Û`='¶48=4'3
이때	|OX³|의	최댓값은

OCÓ+3=4'3+3=3+4'3
따라서	a=8,	b=3,	c=4이므로

a+b+c=8+3+4=15

	 	15

이때	|PC³|의	값이	최대가	되기	위해서는	아래	그림과	같이	

점	P를	중심으로	하는	반원의	호가	선분	AC와	접해야	한다.

B CP

M

A

Q

R

한편,	직각삼각형	PCQ에서	∠PCQ=60ù이므로

PQÓ=PCÓ`sin`60ù

이때	PQÓ=1이므로

1=PCÓ_
'3
2

PCÓ= 2
'3 =

2'3
3

따라서	|PC³|의	최댓값은	
2'3
3 	이다.

	 	④
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A(1,	2),	B(3,	-1)이므로

OA³•AB³		=OA³•(OB³-OA³)		

=(1,	2)•{(3,	-1)-(1,	2)}	 	

=(1,	2)•(2,	-3)	 	

=1_2+2_(-3)	 	

=-4

	 	①

2

두	벡터	AP³,	AB³가	이루는	각의	크기를	Th라	하면
AP³•AB³=4이므로

|AP³||AB³|`cos`Th=4

이때	|AB³|=ABÓ=4이므로

4|AP³|`cos`Th=4

|AP³|`cos`Th=1	 	 yy	㉠
점	P에서	선분	AB에	내린	수선의	발을	H라	하면

APÓ`cos`Th=AHÓ

이므로	㉠에서	AHÓ=1

C

D

H
h

O
A B

P

따라서	점	H를	지나고	선분	AB에	수직인	직선이	원과	만

나는	점을	각각	C,	D라	하면	점	P가	나타내는	도형은	선분	

CD이다.	원의	중심을	O라	하면

OCÓ=OAÓ=2

이때	OHÓ=OAÓ-AHÓ=2-1=1이므로

CH Ó="Ã	OC Ó	Û`-OHÓ	Û`="Ã2Û`-1Û`='3
따라서	구하는	선분	CD의	길이는

CDÓ=2	CHÓ=2'3
	 	④

1

벡터의 내적, 직선과 원의 방정식05

10 ④	 20 ①	 30 ⑤	 40 ②	 50 ①

60 ③	 7 ①	 8 ②

본문 57~63쪽
유제

그러므로	점	X는	중심이	R이고	반지름의	길이가	 ;3!;인	원	

위의	점이다.

O M Q B

P
A

R

pø

;3!;pø

이때	점	Q가	선분	MB	위를	움직이므로	두	선분	AM,	AB

를	2`:`1로	내분하는	점을	각각	S,	T라	하면	점	X는	중심이	

선분	ST	위에	있고	반지름의	길이가	;3!;인	원	위의	점이다.

O
M Q

B

P
A

T
S

pø

;3!;pø

AMÓ=6이고	∠OMA=120ù에서	∠AMB=60ù이므로

MBÓ=AMÓ`cos`60ù=6_;2!;=3

삼각형	AMB에서

STÓ=;3@;`MBÓ=;3@;_3=2

따라서	점	X가	나타내는	영역의	넓이는

{;3!;}Û`_p+2_;3@;= p9 +;3$;

이므로	a=;9!;,	b=;3$;

즉,	;aB;=12

	 	12
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|aø+bø|=4의	양변을	제곱하면

|aø+bø|Û`=4Û`

(aø+bø)•(aø+bø)=4Û`

|aø|Û`+2aø•bø+|bø|Û`=16

이때	|aø|=2,	|b ø|=3이므로

4+2aø•b ø+9=16

aø•bø=;2#;

따라서

|aø+2bø|Û`=(aø+2bø)•(aø+2bø)

=|aø|Û`+4aø•bø+4|bø|Û`

=2Û`+4_;2#;+4_3Û`=46

이므로	|aø+2b ø|='¶46
	 	⑤

3

aø+bø=(1,	2)+(3,	1)=(4,	3)

aø-bø=(1,	2)-(3,	1)=(-2,	1)

이때	두	벡터	aø+bø,	aø-bø가	이루는	각의	크기가�h이므로

cos`h= (4, 3)•(-2, 1)
"Ã4Û`+3Û` _"Ã(-2)Û`+1Û`

= 4_(-2)+3_1
5_'5

=- 1
'5 =- '55

	 	②

4

직선	3x+4y=8에서

3x=-4y+8

x
4 = y-2

-3
이므로	방향벡터를	eø라	하면

eø=(4,	-3)

따라서	dø=(1,	2),	eø=(4,	-3)이므로

cos`h= |d ø•eø|
|dø||eø|

=
|(1, 2)•(4, -3)|
"Ã1Û`+2Û` _"Ã4Û`+(-3)Û`

= 2
'5_5

= 2'5
25

	 	①

5

직선	y=kx+5에서	kx-y+5=0

이	직선의	법선벡터를	m ²이라	하면

m²=(k,	-1)

법선벡터가	n ø=(2,	3)인	직선과	이	직선이	서로	수직이

므로	nø⊥m ²

따라서

nø•m ²		=(2,	3)•(k,	-1)=2k-3=0

이므로	k=;2#;

	 	③

6

|pø-a ø|=k를	만족시키는	점	P가	나타내는	도형은	중심이	

C(1,	2)이고	반지름의	길이가	k인	원이다.

이	원과	방향벡터가	d ²=(4,	3)인	직선이	한	점	A(-2,	l)

에서만	만나므로	직선과	원은	점	A(-2,	l)에서	접한다.

즉,	AC³⊥d²이므로

AC³•d²=0

(OC³-OA³)•d²=0

이때	OC³-OA³=(1,	2)-(-2,	l)=(3,	2-l)이므로

(3,	2-l)•(4,	3)=0

3_4+(2-l)_3=0

3l=18,	l=6

한편,	k는	반지름의	길이이고	A(-2,	6)이므로

k=ACÓ="Ã(-2-1)Û`+(6-2)Û`=5

따라서	k=5,	l=6이므로

k+l=5+6=11

	 	①

7

pø•pø-(aø+b ø)•pø+aø•bø=0에서

(pø-a ø	)•(pø-b ø	)=0

즉,	점	P가	나타내는	도형은	선분	AB를	지름으로	하는	원

이다.

이때	이	원이	x축과	한	점에서만	만나므로	이	점을	C라	하

면	점	C의	x좌표는	선분	AB의	중점	M의	x좌표와	같다.

점	M의	좌표는	{ 1+3
2 ,	

2+k
2 },	즉	{2,	 2+k

2 }이므로

C(2,	0)

A

B

C

M
P

O

y

x

8
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한	직선의	방향벡터는

d ø=(1,	'3)	 	 	 yy	㉠
또	두	점	A(1,	'3),	B(-1,	3'3)을	지나는	직선의	방향벡
터를	e ø,	점	O를	원점이라	하면

e ø=AB³=OB³-OA³

=(-1,	3'3)-(1,	'3)
=(-2,	2'3)	 	 	yy	㉡

6

두	벡터	a ø,	aø+bø가	서로	수직이므로

a ø•(aø+b ø)=0

(1,	2)•{(1,	2)+(3,	x)}=0

(1,	2)•(4,	x+2)=0

1_4+2_(x+2)=0

2x+8=0,	x=-4

	 	①

5

OA³=aø,	OB³=bøØ라	하자.

|OM³|=1에서

| OA³+OB³
2 |=1,	| aø+b ø

2 |=1

|a ø+bø|=2

양변을	제곱하면

(a ø+bø)•(aø+bø)=4

|a ø|Û`+2aø•b ø+|bø|Û`=4	 	 yy	㉠

또	|AB³|=3에서

|OB³-OA³|=3,	|bø-aø|=3

|a ø-bø|=3

양변을	제곱하면

(a ø-bø)•(aø-bø)=9

|a ø|Û`-2aø•b ø+|bø|Û`=9	 	 yy	㉡
㉠에서	㉡을	변끼리	빼면

4a ø•b ø=-5

따라서	a ø•b ø=-;4%;

	 	①

OA³•OB³		=(OM³+MA³)•(OM³+MB³)	 	

=|OM³|Û`+(MA³+MB³)•OM³+MA³•MB³	

=1+0-;4(;=-;4%;

4

aø•(aø+'2		b ø)- 1
'2-1

(bø•aø)

={aø•aø+aø•('2	b ø)}-(1+'2)(bø•aø)

=aø•aø+'2	aø•b ø-(1+'2)(aø•b ø)

=aø•aø-aø•bø

=(1,	2)•(1,	2)-(1,	2)•(3,	-1)

=5-1=4

	 	④

2

AC³•BC³=0이므로

AC³•BC³  =(OC³-OA³)•(OC³-OB³)	 	

={(2,	0)-(1,	2)}•{(2,	0)-(3,	k)}	

=(1,	-2)•(-1,	-k)	 	

=1_(-1)+(-2)_(-k)	 	

=-1+2k=0

따라서	k=;2!;

	 	②

AMÓ=MCÓ임을	이용하여	k의	값을	구해도	된다.

본문 64~65쪽

10①	 2 ④	 3 ⑤	 4 ①	 5 ①

6 ④	 7 ③	 8 ④

기초 연습1Le

vel

aø=(1,	x),	b ø=(x+3,	2)이고	aø•b ø=6이므로

(1,	x)•(x+3,	2)=6

(x+3)+2x=6,	3x=3

따라서	x=1

	 	①

1

aø•(4aø+3bø)=|2aø|Û`+6에서

aø•(4aø)+aø•(3bø)=(2aø)•(2aø)+6

4aø•aø+3aø•bø=4	aø•aø+6,	3aø•bø=6

따라서	aø•b ø=2

	 	⑤

3
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|2pø-aø|=2에서	|pø-;2!;aø|=1

이때	;2!;aø=(2,	'5)이므로	점	P가	나타내는	도형은	중심이	

C(2,	'5)이고	반지름의	길이가	1인	원이다.
따라서	|OP³|의	최댓값은

OCÓ+1		=¿¹2Û`+('5)Û`+1=3+1=4

	 	④

8

원점을	지나고	방항벡터가	dø=(3,	1)인	직선의	방정식은

;3{;=;1};

한편,	두	점	P,	Q	사이의	거리의	최솟값이	0이	아닌	양수이

므로	직선	l은	위의	직선과	평행하다.

즉,	직선	l의	x절편을	k라	하면	직선	l의	방정식은

x-k
3 =y로	놓을	수	있다.

이때	두	점	P,	Q	사이의	거리의	최솟값이	'¶10이므로	원점과	
직선	x-3y-k=0	사이의	거리가	'¶10이어야	한다.
|0-3_0-k|
"Ã1Û`+(-3)Û`

='¶10

|k|=10

k>0이므로	k=10

	 	③

7

A(1,	2),	B(3,	1)이고	네	점	O,	A,	B,	C를	꼭짓점으로	하

는	사각형이	선분	OC를	대각선으로	하는	평행사변형이므로

OC³		=OA³+OB³=(1,	2)+(3,	1)=(4,	3)

따라서	두	벡터	OA³,	OC³가	이루는	각의	크기가	h이므로

cos`h= OA³•OC³
|OA³||OC³|

=
(1, 2)•(4, 3)
"Ã1Û`+2Û`_"Ã4Û`+3Û`

	

= 10
'5_5

=
2'5
5

	 	④

2

OA³•PB³=OB³•PA³

OA³•(OB³-OP³)=OB³•(OA³-OP³)

OA³•OB³-OA³•OP³=OB³•OA³-OB³•OP³

OA³•OP³=OB³•OP³

3

AO³•PQ³=;2!;	이므로	두	벡터	AO³,	PQ³가	이루는	각의	크

기를	h라	하면

|AO³||PQ³|cos`h=;2!;

이때	AOÓ=1이므로

|PQ³|cos`h=;2!;	 	 yy`㉠

두	점	P,	Q에서	선분	AB에	내린	수선의	발을	각각	P',	Q'

이라	하면	㉠에서

P'Q'Ó=;2!;

OP'

P

Q'

Q

A B

이때	그림에서	벡터	PQ³의	크기가	최대이기	위해서는	점	P

가	점	A이거나	점	Q가	점	B이어야	한다.

OQ'

Q

A
(=P)

B O P'

P

A B
(=Q)

따라서	세	점	O,	P,	Q를	꼭짓점으로	하는	삼각형은	한	변의	

길이가	1인	정삼각형이므로	벡터	PQ³의	크기의	최댓값은	1

이다.

	 	③

1

본문 66~67쪽기본 연습2Le

vel

10③	 2 ④	 3 ③	 4 ③	 5 ②

6 ②

따라서	㉠과	㉡에서

cos`h= |dø•eø|
|dø||eø|

=
|(1, '3)•(-2, 2'3)|

¿¹1Û`+('3)Û` _¿¹(-2)Û`+(2'3)Û`

= 4
2_4 =;2!;

	 	④
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AB³=aø,	AC³=bø라	하면

PR³=AR³-AP³=;3@;aø-;3@;bø	 yy	㉠

또	점	S는	선분	BC를	3`:`1로	내분하는	점이므로

AS³= a ø+3bø
4

그러므로

QS³=AS³-AQ³= a ø+3bø
4 -;3!;bø= 3aø+5bø

12 	 	 yy	㉡

이때	PR³•QS³=-;3@;	이고	|aø|=|bø|=3이므로	㉠과	㉡에서

6

PA³•AB³+AB³•PB³  =PA³•AB³+PB³•AB³ 

=(PA³+PB³)•AB³
5

법선벡터가	nø=(3,	4)이므로	직선	l의	방정식은

3x+4y=k`(k는	상수)

이때	선분	PQ를	1`:`2로	내분하는	점을	R라	하면

|2	OP³+OQ³|=3_| 2OP³+OQ³
3 |=3_|OR³|

이	값의	최솟값이	12이므로	|OR³|의	최솟값은	4이다.

원점	O에서	직선	l에	내린	수선의	발을	H라	하면	점	R가	

점	H일	때	|OR³|는	최솟값을	갖는다.

즉,	OHÓ=4

또	PQÓ=9이므로

P'HÓ=;3!;	PQÓ=;3!;_9=3

Q

O

y

x

3x+4y=k

H(=R)
3

4 P'

직각삼각형	OP'H에서

OP' Ó=¿¹OHÓ	Û`+P'HÓ	Û`="Ã4Û`+3Û`=5

또	원점	O와	직선	l	사이의	거리가	4이므로
|3_0+4_0-k|

"Ã3Û`+4Û`
=4

|k|=20

k=-20	또는	k=20

직선	l의	y절편	m이	m>0이므로	직선의	방정식은	

3x+4y=20이고	m=5

따라서	m+OP'Ó=5+5=10

	 	③

4

OP³•(OA³-OB³)=0

OP³•BA³=0

이므로	OP³⊥BA³

따라서	직각삼각형	OAP에서

|OP³|=|OA³|`sin`30ù=6_;2!;=3

	 	③

이때	선분	AB의	중점을	M이라	하면

(PA³+PB³)•AB³  =2_{ PA³+PB³
2 }•AB³   

=2_PM³•AB³    yy	㉠

이때	원점을	지나고	직선	AB에	평행한	직선이	반원의	호	

x Û`+yÛ`=1`(y¾0)과	만나는	점을	P1,	좌표가	(1,	0)인	점

을	P2라	하면	점	P1에서	㉠은	최대이고	점	P2에서	㉠은	최

소이다.

A
3

1

1-1 3

B

M
PÁ'

PÁ
Pª

O

y

x

그러므로	점	P1에서	직선	AB에	내린	수선의	발을	P1'이라	

하면	ABÓ=2'2이므로	최댓값	M은
M=2_PÕ1M³•AB³

=2_PÁ'MÓ_ABÓ

=2_1_2'2
=4'2

또	P2(1,	0),	M(2,	2)이므로	최솟값	m은

m=2_PªM³•AB³

=2_(OÕM³-OÕP2 ³)•(OB³-OA³)

=2_{(2,	2)-(1,	0)}•{(3,	1)-(1,	3)}

=2_{(1,	2)•(2,	-2)}

=2_{1_2+2_(-2)}

=2_(-2)

=-4

따라서	M_m=4'2_(-4)=-16'2
	 	②
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{;3@;aø-;3@;b ø}•{ 3aø+5b ø
12 }

=;3@;_;1Á2;(aø-bø)•(3aø+5bø)

=;1Á8;(3|aø|Û`+2aø•bø-5|b ø|Û`)

=;1Á8;(3|aø|Û`+2|aø||bø|`cos`h-5|bø|Û`)

=;1Á8;(3_3Û`+2_3_3_cos`h-5_3Û`)

=;1Á8;(-18+18`cos`h)

=-1+cos`h=-;3@;

따라서	cos`h=;3!;

	 	②

본문 68~69쪽

10 24	 2 ③	 3 16	 4 ③	 5 7

실력 완성3Le

vel

두	벡터	OA³,	OB³가	이루는	각의	크기를	h라	하면

{ OA³•OB³
|OA³|Û`

}OA³+OB³=OC³

에서

{ |OA³||OB³|`cos`h
|OA³|Û`

}	OA³=OC³-OB³

(|OB³|`cos`h)_ OA³
|OA³|

=BC³	 	 yy	㉠

점	B에서	선분	OA에	내린	수선의	발을	H라	하면

OBÓ	cos`h=OHÓ이므로	㉠은

OHÓ_ OA³
|OA³|

=BC³

이때	
OA³

|OA³|
	는	단위벡터이므로	벡터	BC³는	크기가	선분

OH의	길이이고	방향은	벡터	OA³와	같다.

선분	OA의	중점을	D,	선분	BC의	중점을	M이라	하면

DMÓ⊥BCÓ

DH

M

A

B C

O

1

AP³•AQ³

=(AO³+OP³)•(AO³+OQ³)

=|AO³|Û`+(OP³+OQ³)•AO³+OP³•OQ³     yy	㉠
이때

|AO³|Û`=3Û`+4Û`=25      yy	㉡
원의	중심	O(0,	0)에서	선분	PQ에	내린	수선의	발을	H라	

하면	OPÓ=OQÓ이므로	점	H는	선분	PQ의	중점이다.

그러므로

OP³+OQ³=2_ OP³+OQ³
2 =2OH³      yy	㉢

이때	PQÓ=2'3에서	PHÓ='3,	OPÓ=2이므로

∠HOP=60ù

2

한편,	이	반원의	지름의	길이가	6이므로

OHÓ+BMÓ=3

2BMÓ+BMÓ=3,	3BMÓ=3

BMÓ=1

즉,	MCÓ=1

점	C에서	선분	OA에	내린	수선의	발을	C'이라	하면

OC'Ó		=ODÓ+DC'Ó=3+1=4

a
DH C'

M

A

B C

O

따라서	두	벡터	OA³,	OC³가	이루는	각의	크기를	a라	하면

OA³•OC³=|OA³||OC³|`cos`a
=OAÓ_OC' Ó

=6_4=24

	 	24

점	O를	원점으로	하고	A(6,	0)으로	놓으면	두	점	B,	C는	

반원의	호	(x-3) Û`+yÛ`=9`(y¾0)	위의	점이다.

H(a,	0)`(a>0)이라	하면	두	점	B,	C의	좌표는	

B(a,	b),	C(2a,	b)`(b>0)으로	놓을	수	있다.

두	점	B,	C가	호	OA	위에	있으므로

(a-3)Û`+b Û`=9	 	 		yy`㉠

(2a-3)Û`+b Û`=9	 	 yy`㉡

㉠,	㉡에서	(a-3)Û`=(2a-3)Û`

a-3=2a-3	또는	a-3=-2a+3

a=0	또는	a=2

이때	a>0이므로	a=2
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삼각형	ABC를	점	B를	원점	O,	직선	OC를	x축으로	하는	

좌표평면	위에	놓으면	C(4,	0)

또	∠ABC=45ù,	ABÓ=3'2이므로	A(3,	3)

O

y

x

312

A

45ùB
C4

P(x,	y)로	놓으면	PA³•PB³=-2에서

(OA³-OP³)•(OB³-OP³)=-2

{(3,	3)-(x,	y)}•{(0,	0)-(x,	y)}=-2

(3-x,	3-y)•(-x,	-y)=-2

(x Û`-3x)+(yÛ`-3y)=-2	 	 	yy	㉠

또	PC³•AC³=4에서

(OC³-OP³)•(OC³-OA³)=4

{(4,	0)-(x,	y)}•{(4,	0)-(3,	3)}=4

(4-x,	-y)•(1,	-3)=4

(4-x)+3y=4

x=3y	 	 	 yy	㉡

4

A
4

B

M

P

O

y

x

이때	AÕM³=;2!;AB³이므로

(4-a1,	5-a2)=(3,	4)

4-a1=3,	5-aª=4

a1=1,	a2=1

또	MÕB³=;2!;AB³이므로

(b1-4,	b2-5)=(3,	4)

b1-4=3,	b2-5=4

b1=7,	bª=9

따라서	a ø=(1,	1),	b ø=(7,	9)이므로

a ø•b ø		=(1,	1)•(7,	9)=1_7+1_9=16

	 	16

조건	(가)에서	bø-a ø=(6,	8)이므로

OB³-OA³=(6,	8)

AB³=(6,	8)	 	 yy	㉠
또	조건	(나)에서	OP³=pø라	하면

pø•(pø-aø)=(pø-aø)•b ø이므로

(pø-a ø)•pø-(pø-aø)•b ø=0

(pø-a ø)•(pø-b ø)=0

즉,	점	P가	나타내는	도형은	선분	AB를	지름으로	하는	원

이다.

이때	이	원이	x축과	한	점	C(4,	0)에서	만나므로	중심의	x

좌표는	4이다.

또	㉠에서	|AB³|="Ã6 Û`+8 Û`=10이므로	이	원의	반지름의	

길이는	5이다.	이	원의	중심을	M이라	하면	조건	(나)에서	

이	원과	x축이	만나는	점은	C(4,	0)뿐이고,	점	B의	x좌표

와	y좌표가	모두	양수이므로	M(4,	5)

3

이때	∠POQ=120ù이므로

OP³•OQ³=2_2_cos`120ù=-2      yy	㉣

H

-2

-2

2

4

2 3

A

P

Q

O

y

x

xÛ +yÛ =4

㉠에	㉡,	㉢,	㉣을	대입하면

AP³•AQ³		=25+2OH³•AO³+(-2)	 	

=23+2OH³•AO³      yy	㉤
㉤이	최대이기	위해서는	아래	그림과	같이	두	벡터	AO³,	OH³

의	방향이	같아야	한다.

-2

-2

2

4

2 3

A

P

Q

H
O

y

x

xÛ +yÛ =4

따라서	OHÓ=1이므로	㉤의	최댓값은

23+2_1_|AO³|=23+2_1_5=33

	 	③
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점	Q'을	BQ³=PQ' ³이	되도록	잡으면

(AP³+BQ³)•CR³=(AP³+PQ'³)•CR³

=AÕQ'³•CR³	 	 	yy	㉠
이때	두	선분	AM,	AN의	중점을	각각	M1,	N1이라	하고	

두	점	N1',	N'을	

M1 ÓN1'³=2M1 ÓN1 ³,	MÓN'³=;2#;	MÓN³

이	되도록	잡는다.	또	선분	MN	위의	점	M'을	MM' Ó=1이	

되도록	잡으면	점	Q'은	부채꼴	MM'MÁ의	호	M'M1,	부채

꼴	NN'NÁ'의	호	N'N1'과	두	선분	M1N1',	M'N'으로	둘러

싸인	부분의	경계	또는	내부의	점이다.

A

B C

M
M' N N'

NÁ'

NÁ

MÁ

P

Q

Q'

R

㉠에서	점	R'을	CR³=AÕR'³이	되도록	잡으면

AÕQ'³•CR³=AÕQ'³•AÕR'³	 	 	 yy	㉡

A

B C

M
M' N

N'

NÁ'
NÁ

MÁ

Q

Q'

R

R'

5

AÕQ'³•CR³의	값의	부호에	따라	경우를	나누면	다음과	같다.

Ú	㉡의	값이	음수인	경우
점	R'을	벡터	AÕR'³의	방향이	벡터	AÕN'³과	반대인	점으

로	잡고	이	점	R'을	R1'이라	하면	㉡의	최솟값	m은

m=-AR1'Ó_AN'Ó

=-1_¿¹AM' Ó	Û`+M'N' Ó	Û`

=-1_¿¹('3)Û`+2Û`=-'7

A

B C

M
M' N

N'

NÁ'
NÁ

MÁ

Q R

RÁ'

Û	㉡의	값이	양수인	경우
점	R'을	두	선분	AR',	BC가	평행하도록	잡고	이	점	R'

을	R2'이라	하면	㉡의	최댓값	M은

M=AÕR2'³•AÕM1 ³	 	 	 yy	㉢
이때	점	M1에서	선분	AR2'에	내린	수선의	발을	H라	하

면	㉢은

AÕR2'³•AÕM1 ³=AR2' Ó_AHÓ

=1_;2!;=;2!;

AH

B C

M
M' N N'

NÁ'NÁMÁ

Q R

Rª'

Ú,	Û에서

4_(M_m)Û`=4_{ 12 }
Û`_(-'7)Û`=7

	 	7

㉡을	㉠에	대입하면

(9yÛ`-9y)+(yÛ`-3y)=-2

10yÛ`-12y=-2

5yÛ`-6y+1=0,	(5y-1)(y-1)=0

y=;5!;	또는	y=1

이것을	㉡에	대입하면

x=;5#;

y=;5!;

(
{
9

	또는	[
	x=3

			y=1

따라서	|BP³|가	최대가	되는	점	P의	좌표는	(3,	1)이므로	

|BP³|의	최댓값은

"Ã3Û`+1Û`='¶10
	 	③
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정답과 풀이

A

B

C

D

M

N

E

FH

G

두	선분	CD,	EF의	중점을	각각	M,	N이라	하자.

AHÓ⊥(평면	CDEF),	AMÓ⊥CDÓ이므로	삼수선의	정리에	

의하여

MHÓ⊥CDÓ

그런데	MNÓ⊥CDÓ이므로	점	H는	선분	MN	위에	있다.

두	삼각형	ABM,	NMG에서

ABÓ=NMÓ=4	 yy`㉠

BMÓ=MGÓ=2'3	 yy`㉡

AMÓ=NGÓ=2'3	 yy`㉢

㉠,	㉡,	㉢에서	△ABMª△NMG이므로

∠AMB=∠NGM	 yy`㉣

CDÓ⊥(평면	MAB),	CDÓ⊥(평면	MNA),

CDÓ⊥(평면	MGN)

이므로	5개의	점	A,	B,	M,	N,	G가	모두	한	평면	위에	있다.

㉣에서	AMÓ	NGÓ	 yy`㉤

㉡,	㉢,	㉤에서	사각형	AMGN은	한	변의	길이가	2'3인	마
름모이므로	점	H는	선분	MN의	중점이다.

따라서	직각삼각형	AMH에서

AH Ó="Ã	AM Ó	Û`-MH Ó	Û`="Ã(2'3	)Û`-2Û`=2'2
	 	⑤

3

P'NÓ="Ã	P'EÓ	Û`+EN Ó	Û`="Ã1Û`+1Û`='2

NGÓ="Ã	NFÓ	Û`+FGÓ	Û`="Ã1Û`+2Û`='5

P'GÓ="Ã	P'E Ó	Û`+EGÓ	Û`="Ã1Û`+(2'2	)Û`=3

따라서	삼각형	GP'N에서	코사인법칙에	의하여

cos`h= ('5	)Û`+3Û`-('2	)Û`
2_'5_3

=
12
6'5

=
2'5
5

	 	①

직선	AB와	꼬인	위치에	있는	직선은	CD,	DE,	CF,	EF

이므로

a=4

사각형	ABFD가	정사각형이므로	직선	AB와	이루는	각의	

크기가	90ù인	직선은	BF,	AD이다.

b=2

따라서	a+b=4+2=6

	 	6

위치 관계
두 직선이 이루는 

각의 크기

직선 AB와 직선 AC 한	점에서	만난다 60ù

직선 AB와 직선 AD 한	점에서	만난다 90ù

직선 AB와 직선 AE 한	점에서	만난다 60ù

직선 AB와 직선 BC 한	점에서	만난다 60ù

직선 AB와 직선 BE 한	점에서	만난다 60ù

직선 AB와 직선 CD 꼬인	위치 60ù

직선 AB와 직선 DE 꼬인	위치 60ù

직선 AB와 직선 BF 한	점에서	만난다 90ù

직선 AB와 직선 CF 꼬인	위치 60ù

직선 AB와 직선 DF 평행 0ù

직선 AB와 직선 EF 꼬인	위치 60ù

1

공간도형06

10 6	 20 ①	 30 ⑤	 40 ①	 50 ④

본문 73~79쪽
유제

선분	AE를	2`:`1로	내분하는	점을	

P'이라	하면

PQÓ	P'GÓ	 	 		yy`㉠

선분	EF의	중점을	N이라	하면	삼

각형	FGN에서	삼각형의	중점연결

정리에	의하여

RMÓ	NGÓ	 	 yy`㉡

㉠,	㉡에서	두	직선	PQ,	RM이	이루는	예각의	크기는	두	

직선	P'G,	NG가	이루는	예각의	크기이므로

∠NGP'=h

2
A B

CD

E

H

F

G

M

P

P'

Q

RN

h
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두	평면	ABC,	DEF가	서로	평행하므로	직선	MN과	평면	

DEF가	이루는	예각의	크기는	직선	MN과	평면	ABC가	

이루는	예각의	크기이다.	점	N에서	평면	ABC에	내린	수선

의	발이	B이므로	직선과	평면이	이루는	각의	크기의	정의에	

의하여

∠BMN=h
직각삼각형	BMN에서	BNÓ=1,	BMÓ='3이므로

MNÓ="Ã	BNÓ	Û`+BMÓ	Û`='Ä1+3=2

따라서	cos`h= BMÓ
MNÓ

=
'3
2

	 	④

5두	선분	AE,	BD의	교점을	P,	두	

선분	AF,	CD의	교점을	Q라	하면	

두	평면	AEF,	BCD의	교선은	직

선	PQ이다.

두	삼각형	AEF,	DCB에서

AEÓ=AFÓ=DCÓ=DBÓ=2'2
EFÓ=CBÓ=2

이므로

△AEFª△DCB

한편,	두	점	P,	Q가	각각	두	선분	AE,	AF의	중점이므로	

삼각형의	중점연결정리에	의하여	PQÓ=1이고

△APQª△DQP

선분	PQ의	중점을	M이라	하면	합동인	두	이등변삼각형	

APQ,	DQP에서

AMÓ⊥PQÓ,	DMÓ⊥PQÓ

AMÓ=DMÓ="Ã	APÓ	Û`-PMÓ	Û`=¾Ð('2	)Û`-{;2!;}Û`= '72
ADÓ=2

∠AMD=a라	하면	삼각형	AMD에서	코사인법칙에	의하여

cos`a=
;4&;+;4&;-4

2_
'7
2 _

'7
2

=
-;2!;

;2&;
=-;7!;

따라서	cos`h=cos`(p-a)=-cos`a=;7!;

	 	①

그림과	같이	모든	모서리의	길이가	

2인	정삼각기둥	GHI-ABC를	만

들면	두	평면	AEF,	BCD가	이루

는	예각의	크기는	두	평면	GBC,	

BCD가	이루는	예각의	크기이다.

두	삼각형	GBC,	DCB에서

GBÓ=GCÓ=DCÓ=DBÓ=2'2,	
BCÓ=2는	공통이므로

△GBCª△DCB

선분	BC의	중점을	M이라	하면

GMÓ⊥BCÓ,	DMÓ⊥BCÓ

GMÓ=DMÓ="Ã	GBÓ		Û`-BM Ó		Û`="Ã(2'2	)Û`-1Û`='7
GDÓ=4

∠GMD=a라	하면	삼각형	GMD에서	코사인법칙에	의하여

cos`a= 7+7-16
2_'7_'7

= -2
2_7 =-;7!;

따라서	cos`h=cos`(p-a)=-cos`a=;7!;

A
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본문 80~81쪽

10 10	 2 ①	 3 ②	 4 10	 5 ②

6 ⑤	 7 ⑤

기초 연습1Le

vel

직선	DF와	꼬인	위치에	있는	직선은	

AB,	BC,	AE,	CG,	EH,	GH

이므로	p=6

직선	DE와	수직인	직선은

AB,	EF,	HG,	DC

이므로	q=4

따라서	p+q=6+4=10

	 	10

1

선분	EH의	중점을	I라	하면

BDÓ	FHÓ,	FHÓ	MIÓ

이므로	

BDÓ	MIÓ

즉,	∠NMI=h
EMÓ=a라	하면

IMÓ='2a

INÓ		=MNÓ="ÃMFÓ	Û`+FGÓ	Û`+GNÓ	Û`	 	

="ÃaÛ`+4aÛ`+a Û`='6a

2

A B

CD

E FM

I

H G

N

h
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정답과 풀이

점	P의	평면	ABCD	위로의	정사영을	P'이라	하면	점	P'은	

선분	AB	위의	점이고,	두	선분	PI,	PJ의	평면	ABCD	위

로의	정사영은	각각	P'I,	P'J이다.

타원	S의	장축의	길이가	6이므로	점	P'이	타원	위에	있으면

P'IÓ+P'JÓ=6

이고	점	P'이	타원	외부에	있으면

P'IÓ+P'JÓ>6

이다.	즉,	점	P'이	타원	S와	선분	AB가	접하는	점일	때,	

P'IÓ+P'JÓ는	최소이다.

Q'

I M J
A B

Q

Q'

CD

E

I J

F

H G

S

그러므로	두	점	Q',	Q는	각각	두	선분	AB,	EF의	중점이고	

점	Q'은	타원	S의	꼭짓점	중	하나이다.	선분	IJ의	중점을	

M이라	하면	타원	S의	장축의	길이가	6,	단축의	길이가	4이

므로

Q'MÓ=2,	IMÓ=¾Ð{;2^;}Û`-{;2$;}Û`='5

IJ Ó=2	IMÓ=2'5
따라서	구하는	부피는

6두	평면	ABC,	DEF가	서로	평행하므로	두	평면	AEF,	

ABC가	이루는	예각의	크기는	두	평면	AEF,	DEF가	이

루는	예각의	크기이다.

선분	EF의	중점을	M이라	하면

ADÓ⊥(평면	DEF),	DMÓ⊥EFÓ

이므로	삼수선의	정리에	의하여

AMÓ⊥EFÓ

이면각의	정의에	의하여

∠AMD=h
ADÓ=2,	DMÓ='3이므로

AMÓ="Ã	ADÓ	Û`+DMÓ	Û`="Ã2Û`+('3	)Û`='7

cosÛ``h={ '3
'7
}Û`=;7#;

따라서	p=7,	q=3이므로	p+q=7+3=10

	 	10

A
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h
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5

AHÓ⊥(평면	BCD)이고	정삼각형	

BCD에서	HMÓ⊥CDÓ이므로	삼수

선의	정리에	의하여

AMÓ⊥CDÓ

HM Ó  =;2!;	BMÓ=;2!;_4'3=2'3

직각삼각형	AHM에서

AMÓ		="ÃAHÓ	Û`+HMÓ	Û`	="Ã6Û`+(2'3	)Û`=4'3
따라서	삼각형	ACD의	넓이는

;2!;_	CDÓ_AMÓ=;2!;_8_4'3=16'3

	 	②

3 A

B

C

D

H M

따라서	이등변삼각형	NIM에서

cos`h=
;2!;	MIÓ

NM Ó
=

;2!;	_'2a

'6a
=
'3
6

	 	①

점	A에서	직선	l과	평면	b에	내린	수선의	발을	각각	D,	H
라	하면	삼수선의	정리에	의하여	l⊥DHÓ

cos`h=;5#;= DHÓ
ADÓ

이므로	

ADÓ=5k,	DHÓ=3k`(k>0)

이라	하면

AHÓ		="ÃADÓ	Û`-DHÓ	Û`="Ã(5k)Û`-(3k) Û`=4k=4

즉,	k=1이므로

DHÓ=3

직선	DH가	직선	BC와	만나는	점을	E라	하면	조건	(나)에	

의하여	HEÓ⊥BCÓ,	DEÓ=5

HEÓ=DEÓ-DHÓ=5-3=2

삼수선의	정리에	의하여	AEÓ⊥BCÓ

AEÓ="ÃAHÓ	Û`+HEÓ	Û`="Ã4Û`+2Û`=2'5
따라서	삼각형	ABC의	넓이는

;2!;_BCÓ_AEÓ=;2!;_6_2'5=6'5

	 	②
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A

B C
Hh N

DE

M

두	점	A,	M의	평면	BCDE	위로의	정사영을	각각	H,	N이

라	하면	두	점	H,	N은	각각	두	선분	BD,	HD의	중점이므로

BNÓ=;4#;	BD Ó=;4#;_4'2=3'2

한편,	ABÓ=ADÓ=4,	BDÓ=4'2이므로	삼각형	ABD는	직

각이등변삼각형이다.

BM Ó="Ã	BAÓ	Û`+AMÓ	Û`="Ã4Û`+2Û`=2'5
직선과	평면이	이루는	각의	정의에	의하여

∠NBM=h
따라서	직각삼각형	MBN에서

cos`h= BNÓ
BM Ó

=
3'2
2'5

=
3'¶10
10

	 	⑤

7

본문 82~83쪽기본 연습2Le

vel

10③	 2 ①	 3 65	 4 ④	 5 ③

6 ⑤

조건에	의하여	

∠ACB		=∠DCA=∠FED=90ù

이므로	주어진	전개도로	만들어지는	사면체는	그림과	같다.

A

B=F

C=E D

ㄱ.			ACÓ⊥CDÓ에서	C=E이므로		ACÓ⊥EDÓ`(참)

ㄴ.			∠DBA=60ù에서	B=F이므로	∠DFA=60ù`(거짓)

ㄷ.			ACÓ⊥CBÓ,	ACÓ⊥CDÓ이므로	ACÓ⊥(평면	BCD)	

직선과	평면의	수직	관계에	의하여	ACÓ⊥BDÓ	

그런데	C=E이므로	AEÓ⊥BDÓ`(참)

이상에서	옳은	것은	ㄱ,	ㄷ이다.

	 	③

1

선분	GI의	중점을	M이라	하면	∠GHI=120ù이므로	

∠GHM=60ù

직각삼각형	GHM에서

GMÓ=GHÓ̀ sin`60ù=2_
'3
2 ='3

GIÓ=2	GMÓ=2'3
직각삼각형	AGI에서

AIÓ="Ã	AGÓ	Û`+GI Ó	Û`="Ã2Û`+(2'3	)Û`=4

같은	방법으로	직각삼각형	EGK에서

GEÓ=4

직선	KE	위에	GEÓ	AE'Ó이	되도

록	점	E'을	잡으면	사각형	

AGEE'은	평행사변형이므로

AE'Ó=GEÓ=4

두	직선	AI,	GE가	이루는	예각

의	크기는	두	직선	AI,	AE'이	

이루는	예각의	크기이므로

∠IAE'=h
직각삼각형	E'KI에서

E'KÓ=4,	KIÓ=2'3이므로

E'IÓ="Ã	E'KÓ	Û`+KIÓ	Û`="Ã4Û`+(2'3	)Û`=2'7
따라서	삼각형	AIE'에서	코사인법칙에	의하여

cos`h= 16+16-28
2_4_4 =;8!;

	 	①

A

B
C

D

E

E'

F

H

M

I

J

KL

G

2

;3!;_;2!;_IJÓ_Q'M Ó_Q'QÓ=;3!;_;2!;_2'5_2_6=4'5

	 	⑤

점	P'이	타원	외부에	있는	경우

를	살펴보자.

선분	P'J가	타원과	만나는	점을	

R라	하면	삼각형	P'RI에서

P'IÓ+P'RÓ>RIÓ

P'IÓ+P'RÓ+RJÓ>RIÓ+RJÓ

그런데	P'RÓ+RJÓ=P'JÓ이므로

P'IÓ+P'JÓ>RIÓ+RJÓ=6

P'

R

D

A

C

B

I J
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I

A

A'

B B
C

CF'

F'

G'

G'H'

H'

A'

I'

I'

D

D

E

E

F
H

G

P

P
TÁ

Tª

T£
T¢

	 	 	 	 			[그림	1]	 	 	 	 	 	 [그림	2]

[그림	1]에서	다섯	개의	점	A,	F,	G,	H,	I의	밑면	BCDE	

위로의	정사영을	각각	A',	F',	G',	H',	I'이라고	하면	정사

각형	FGHI의	밑면	BCDE	위로의	정사영은	정사각형	

F'G'H'I'이고,	두	밑면이	서로	평행하므로	두	정사각형	

FGHI와	F'G'H'I'은	서로	합동이다.

[그림	2]에서	도형	P가	한	변의	길이가	2'2인	정사각형이고,	
한	변은	직선	BD와	평행하므로

F'G'Ó=2

정사각뿔	A-BCDE의	한	옆면과	밑면	BCDE가	이루는	

예각의	크기를	h라	하면	삼각형	ABE의	밑면	BCDE	위로

의	정사영이	삼각형	A'BE이므로

cos`h= (삼각형	A'BE의	넓이)
(삼각형	ABE의	넓이)

=
;2!;_6_3

'3
4 _6Û`

=
1
'3

네	개의	삼각형	TÁ,	Tª,	T£,	T¢의	넓이의	합을	SÁ,	정사각

형	FGHI의	넓이를	Sª라	하면

SÁ`cos`h+Sª=(2'2	)Û`,	SÁ_
1
'3

+4=8

따라서	SÁ=4'3
	 	③

5

두	선분	AC,	BD의	교점을	M,	

두	선분	AF,	BE의	교점을	N

이라	하면	직선	MN은	두	평면	

AFC,	BDE의	교선이고,	두	점	

M,	N은	각각	두	선분	AC,	

AF의	중점이다.

두	삼각형	AFC,	BDE는	모두	

한	변의	길이가	4'2인	정삼각형이므로	삼각형의	중점연결
정리에	의하여	두	삼각형	ANM,	BMN은	모두	한	변의	길

이가	2'2인	정삼각형이다.	선분	MN의	중점을	I라	하면

AIÓ⊥MNÓ,	BIÓ⊥MNÓ

4

A B

M

I

N

CD

E F

H
G

AC Ó=;3!;	ABÓ=4

BCÓ=ABÓ-ACÓ=12-4=8

원	Cª의	반지름의	길이를	r라	하면

4`:`12=r`:`6,	r=2

점	P에서	원	CÁ이	있는	밑면과	직선	DE에	내린	수선의	발을	

각각	P',	H라	하면	삼수선의	정리에	의하여

P'HÓ⊥DEÓ

A

B

B
Q

C

D
DH

H

M

E

E

P

P'

P'

CÁ

CÁ

C£

Cª

PP' Ó=8이므로

PHÓ	Û`=PP'Ó	Û`+P'HÓ	Û`=8Û`+P'HÓ	Û`	 	 yy`㉠

즉,	P'HÓ가	최소일	때,	PHÓ	Û`은	최소이다.

점	B를	중심으로	하는	밑면	위의	원	중,	반지름의	길이가	2

인	원을	C£이라	하면	점	P'은	원	C£	위의	점이다.	선분	DE

의	중점을	M이라	하고,	직선	BM이	원	C£과	만나는	두	점	

중	점	M에	가까운	점을	Q라	하면	점	P'이	점	Q일	때,	P'HÓ

는	QMÓ으로	최소이다.

QMÓ		=BMÓ-BQÓ	 	

="Ã	BDÓ	Û`-DMÓ	Û`-BQÓ	 	

="Ã6Û`-(3'3	)Û`-2=3-2=1

따라서	㉠에서

kÛ`=8Û`+QMÓ	Û`=64+1=65

	 	65

3 AIÓ=BIÓ=ANÓ	sin`60ù=2'2_ '32 ='6

∠BIA=a라	하면	삼각형	AIB에서	코사인법칙에	의하여

cos`a= ("Å6	)Û`+("Å6	)Û`-4Û`
2_'6_'6

=-;3!;

두	평면	AFC,	BDE가	이루는	예각의	크기를	h라	하면

cos`h=cos`(p-a)=-cos`a=;3!;

삼각형	AFC의	넓이를	S라	하면	구하는	정사영의	넓이	S'은

S'=S	cos`h
따라서

S'=
'3
4 _(4'2	)Û`_;3!;= 8'3

3
	 	④
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b

a

l

HÁ
Hª

A'

C

B

A

F
B'

P

F'

두	점	A,	B에서	교선	l에	내린	수선의	발을	각각	HÁ,	Hª라	

하면	삼수선의	정리에	의하여

A'HÁÓ⊥l,	B'HªÓ⊥l

이고	포물선의	정의에	의하여

A'F'Ó=A'HÁÓ=3'3,	B'F'Ó=B'HªÓ=2'¶21
선분	AA'	위에	A'CÓ=3인	점	C를	잡으면

FCÓF'A'Ó,	FCÓ=F'A'Ó=3'3
이므로	직각삼각형	AFC에서

ACÓ="Ã	AFÓ	Û`-FCÓ	Û`="Ã6Û`-(3'3	)Û`=3

AA' Ó=ACÓ+CA' Ó=3+3=6

직각삼각형	AHÁA'에서

AHÁÓ="Ã	AA'Ó	Û`+A'HÁÓ	Û`="Ã6Û`+(3'3	)Û`=3'7
이면각의	정의에	의하여	두	평면	a와	b가	이루는	예각의	크
기를	h라	하면	h=∠A'HÁA=∠B'HªB이므로

cos`h= A'HÁÓ
AHÁÓ

=
3'3
3'7

=
'3
'7

따라서	점	B에서	직선	l까지의	거리는	선분	BHª의	길이와	

같으므로	cos`h= B'HªÓ
BHªÓ

에서

BHªÓ= B'HªÓ
cos`h

=2'¶21_ '7
'3

=14

	 	⑤

6

본문 84~85쪽

10②	 2 ④	 3 ④	 4 22	 5 ③

실력 완성3Le

vel

A

B

C

D

H
E

FG

삼각형	BCD에서	코사인법칙에	의하여

CDÓ	Û`		=5Û`+8Û`-2_5_8_cos` p3 =25+64-40=49

CDÓ=7

점	A에서	세	직선	BC,	CD,	BD에	내린	수선의	발을	각각	

E,	F,	G라	하면

SÁ`:`Sª`:`S£

=;2!;_BC Ó_AEÓ`:`;2!;_CDÓ_AFÓ`:`;2!;_BDÓ_AGÓ

=;2!;_5_AEÓ`:`;2!;_7_AFÓ`:`;2!;_8_AGÓ

=5_AEÓ`:`7_AFÓ̀ :`8_AGÓ

=5`:`7`:`8

이므로	AEÓ=AFÓ=AGÓ

세	직각삼각형	AEH,	AFH,	AGH에서	빗변의	길이가	같

고	한	변의	길이가	공통이므로	세	직각삼각형	AEH,	AFH,	

AGH는	서로	합동이고

HEÓ=HFÓ=HGÓ	 	 yy`㉠

이다.

또	삼수선의	정리에	의하여

HEÓ⊥BCÓ,	HFÓ⊥CDÓ,

HGÓ⊥BDÓ	 yy`㉡

㉠,	㉡에서	점	H는	삼각형	

BCD의	내접원의	중심이다.

BEÓ=BGÓ=a라	하면

CEÓ=CFÓ=5-a

DGÓ=DFÓ=8-a

DCÓ		=DFÓ+CFÓ	

=(8-a)+(5-a)=7

이므로	a=3

∠EBH= p6 이므로	cos`
p
6 = BEÓ

BHÓ

BHÓ=3_
2
'3

=2'3

따라서	직각삼각형	ABH에서

ABÓ="Ã	BHÓ	Û`+AHÓ	Û`="Ã(2'3	)Û`+6Û`=4'3
	 	②

a

a

8-a
8-a

5-a

5-aB C

D

E

FH
G

1
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A

B C

NM

E

G

Q D

두	선분	BE,	CD의	중점을	각각	M,	N이라	하면

BEÓ⊥AMÓ,	BEÓ⊥MNÓ이므로

BEÓ⊥(평면	AMN)	 	 yy`㉠
선분	AN	위에	GQÓ⊥AMÓ이	되도록	점	Q를	잡으면	㉠에서

BEÓ⊥GQÓ

그러므로	직선	GQ는	두	직선	AM,	BE를	포함하는	평면	

ABE와	서로	수직이다.

점	G를	지나고	평면	ABE와	수직인	직선이	평면	ACD와	

만나는	점은	유일하므로	점	Q가	점	P이다.

A

H NM

P

P'

G

h

h

점	A에서	평면	BCDE에	내린	수선의	발을	H라	하면	점	H

는	선분	MN의	중점이다.	직선	PG가	직선	MN과	만나는	

점을	P'이라	하면

h=∠MP'G

그런데	∠P'MA를	공통으로	갖는	두	직각삼각형	P'MG,	

AMH는	서로	닮음이므로

h=∠MP'G=∠MAH

직각삼각형	ABM에서

AMÓ="Ã	ABÓ	Û`-BMÓ	Û`="Ã(2'¶10)Û`-2Û`=6

직각삼각형	AMH에서

3

A

A

B

CD
MF

E

H

A B

CD F

E

	 [그림	1]	 [그림	2]

[그림	1]의	평행사변형	ABCD에서	점	A를	지나고	직선	

BD와	수직인	직선이	두	직선	BD,	CD와	만나는	점을	각각	

E,	F라	하면	[그림	2]에서

AEÓ⊥BDÓ,	EFÓ⊥BDÓ

이므로	삼수선의	정리에	의하여	점	A에서	직선	EF에	내린	

수선의	발이	점	A에서	평면	BCD에	내린	수선의	발	H이다.	

이등변삼각형	BDA에서	∠ADB=hÁ이라	하면

cos`hÁ=
;2!;ADÓ

BDÓ
=
'¶10
10

직각삼각형	AED에서

DEÓ=ADÓ	cos`hÁ=2'¶10_ '¶1010 =2

BEÓ=BDÓ-DEÓ=10-2=8

직각삼각형	ABE에서

AEÓ="Ã	ABÓ	Û`-BEÓ	Û`="Ã10Û`-8Û`=6

A B

CD F
H

M

E

[그림	3]

[그림	3]에서	두	삼각형	EFD,	EAB가	서로	닮음이므로

DEÓ	:	BEÓ=DFÓ	:	BAÓ,	2	:	8=DFÓ	:	10,	DFÓ=;2%;

DEÓ	:	BEÓ=EFÓ	:	EAÓ,	2	:	8=EFÓ	:	6,	EFÓ=;2#;

FMÓ=MD Ó-DFÓ=5-;2%;=;2%;

두	삼각형	HFM과	HAB가	서로	닮음이므로

HFÓ	:	HAÓ=FMÓ	:	ABÓ

HFÓ	:	(HFÓ+FE Ó+EAÓ)=;2%;	:	10

HFÓ	:	{HFÓ+;2#;+6}=;2%;	:	10

HFÓ=;2%;

2 따라서	[그림	2]에서	이면각의	정의에	의하여

cos`h= EHÓ
AEÓ

= EFÓ+HFÓ
AEÓ

=
;2#;+;2%;

6 =;3@;

	 	④
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선분	BC의	중점을	E라	하면	

두	이등변삼각형	ABC,	

DBC에서

AEÓ⊥BCÓ,	DEÓ⊥BCÓ

이므로	두	점	A,	P의	평면	

BCD	위로의	정사영	A',	P'

은	선분	DE	위에	있다.

두	점	M,	N의	평면	BCD	

위로의	정사영을	각각	M',	

N'이라	하고,	선분	M'N'의	

중점을	F라	하면	두	점	M',	N'은	각각	두	선분	A'B,	A'C

의	중점이다.

삼각형	ABC에서	중점연결정리에	의하여

MNÓ	BCÓ,	MN Ó=;2!;	BC Ó	 	 	 yy`㉠

삼각형	A'BC에서	중점연결정리에	의하여

M'N'Ó	BCÓ,	M'N'Ó=;2!;	BC Ó	 	 yy`㉡

㉠,	㉡에서

MNÓ	M'N'Ó,	MN Ó=M'N'Ó=;2!;	BC Ó

조건	(가)에서

MNÓ=M'N' Ó=2'3
이므로	BCÓ=4'3
정삼각형	P'M'N'에서	M'FÓ='3이므로	P'FÓ=3

조건	(나)에서	삼각형	A'M'N'의	넓이가	2'3이므로

;2!;	M'N'Ó_A'F Ó=;2!;_2'3_A'FÓ=2'3

A'FÓ=2

P'A'Ó=P'FÓ-A'FÓ=3-2=1

두	직각삼각형	A'M'F와	A'BE는	서로	닮음이고	그	닮음

비가	1`:`2이므로

A'M'Ó="Ã	A'F Ó	Û`+M'F Ó	Û`="Ã2Û`+('3	)Û`='7=BM'Ó

A'EÓ=2A'FÓ=4

직각삼각형	MBM'에서

MM'Ó="Ã	MB Ó	Û`-BM'Ó	Û`="Ã4Û`-('7	)Û`=3

AA' Ó=2MM'Ó=6

4 A

A'

B

C

D

M

M'

E
F

N

N'

P

P'

G

조건	(다)에서

;2!;_BCÓ_DEÓ=;2!;_4'3_DEÓ=20'3

DEÓ=10

DA' Ó=DEÓ-A'EÓ=10-4=6

DP' Ó=DA'Ó-A'P'Ó=6-1=5

두	직각이등변삼각형	DPP',	DAA'은	서로	닮음이고	그	닮

음비가	5`:`6이므로

PP' Ó=5

선분	PP'	위에	GP'Ó=3인	점	G를	잡으면

서로	합동인	두	직각삼각형	PMG와	PNG에서

PM Ó=PNÓ="Ã	PGÓ	Û`+NG Ó	Û`="Ã2Û`+(2'3	)Û`	=4

이등변삼각형	PMN에서	선분	MN을	밑변으로	할	때	높이

는

"Ã4Û`-('3	)Û`='¶13

cos`h= (삼각형	P'M'N'의	넓이)
(삼각형	PMN의	넓이)

=
;2!;_2'3_3

;2!;_2'3_'¶13
=

3
'¶13

cosÛ``h=;1»3;

따라서	p=13,	q=9이므로	p+q=13+9=22

	 	22

AHÓ="Ã	AM Ó	Û`-MHÓ	Û`="Ã6Û`-2Û`=4'2

따라서	cos`h= AH Ó
AM Ó

=
4'2
6 =

2'2
3

	 	④

조건	(가)에서	ABÓ⊥(평면	ACD)

점	A에서	직선	CD에	내린	수선

의	발을	E라	하면	삼수선의	정리

에	의하여

BEÓ⊥CDÓ

조건	(나)에서

CA³•CD³=2DA³•DC³	É0이면	∠DCA와	∠ADC가	모

두	90ù	이상이므로	모순이다.

그러므로	CA³•CD³=2DA³•DC³	>0이다.	즉,	∠DCA와	

∠ADC는	모두	예각이므로	점	E는	선분	CD	위에	있다.

CA³•CD³=|CE³|_|CD³|

DA³•DC³=|DE³|_|DC³|

이므로

|CE³|_|CD³|=2|DE³|_|DC³|

|CE³|=2|DE³|

CEÓ=4,	DEÓ=2

5 A

C DE
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점	P(2,	a,	b)를	x축,	y축에	대하여	대칭이동시킨	점은	각각

Q(2,	-a,	-b),	R(-2,	a,	-b)

점	P(2,	a,	b)를	yz평면,	zx평면에	대하여	대칭이동시킨	

점은	각각

S(-2,	a,	b),	T(2,	-a,	b)

세	점	P,	R,	S의	y좌표가	모두	같고,

PSÓ=4,	RSÓ=2b,	PSÓ⊥RSÓ이므로

삼각형	PRS의	넓이는	;2!;_4_2b=4b

4b=12에서	b=3

세	점	P,	S,	T의	z좌표가	모두	같고,

PSÓ=4,	PTÓ=2a,	PSÓ⊥PTÓ이므로

삼각형	PST의	넓이는	;2!;_4_2a=4a

4a=18에서	a=;2(;

세	점	P,	Q,	T의	x좌표가	모두	같고,

PTÓ=2a=9,	QTÓ=2b=6,	PTÓ⊥QTÓ이므로

삼각형	PQT의	넓이는	;2!;_9_6=27

	 	②

2

점	P(3,	a,	b)를	x축에	대하여	대칭이동시킨	점은

Q(3,	-a,	-b)

점	Q(3,	-a,	-b)를	xy평면에	대하여	대칭이동시킨	점은	

R(3,	-a,	b)

따라서	a=-1,	b=4,	c=3이므로

a+b+c=(-1)+4+3=6

	 	③

1

공간좌표07

10 ③	 20 ②	 30 ②	 40 ②	 50 ⑤

60 ⑤	 70 6	 80 ④

본문 89~95쪽
유제

점	C가	z축	위의	점이므로	C(0,	0,	t)라	하면	두	점	

A(2,	3,	-1),	B(4,	-1,	0)에	대하여

ACÓ	Û`		=(0-2)Û`+(0-3)Û`+{t-(-1)}Û`	 	

=tÛ`+2t+14

3

A

B

C

D

H E

점	A에서	직선	BE에	내린	수선의	발을	H라	하면	삼수선의	

정리에	의하여

AHÓ⊥(평면	BCD)

이면각의	정의에	의하여	∠AEB=60ù

직각삼각형	AHE에서	EHÓ=a라	하면

AHÓ='3a,	AEÓ=2a

직각삼각형	HEC에서

CHÓ="Ã	CEÓ	Û`+EHÓ	Û`="Ã4Û`+aÛ`

조건	(다)에서	∠HCA=45ù이므로

AHÓ=CHÓ

'3a="Ã4Û`+aÛ`,	3aÛ`=16+aÛ`,	a=2'2
그러므로	AEÓ=4'2

직각삼각형	ABE에서	cos`60ù= AEÓ
BEÓ

BEÓ=2AEÓ=2_4'2=8'2
따라서	삼각형	BCD의	넓이는

;2!;_CDÓ_BEÓ=;2!;_6_8'2=24'2

	 	③
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점	P는	선분	AB	위의	점이므로

APÓ`:`PBÓ=m`:`n`(m>0,	n>0)

이라	하면	점	P는	선분	AB를	m`:`n으로	내분하는	점이다.

즉,	점	P의	좌표는

{-2m+4n
m+n

,	
km+n
m+n

,	
7m-2n
m+n }

이때	점	P가	yz평면	위의	점이므로	x좌표가	0이다.
-2m+4n
m+n =0에서

2m=4n이므로	m`:`n=2`:`1

APÓ̀ :`PBÓ=2`:`1에서	점	P는	선분	AB를	2`:`1로	내분하는	

점이므로	점	P의	좌표는

{ 2_(-2)+1_4
2+1

,	
2_k+1_1

2+1
,	
2_7+1_(-2)

2+1 }

즉,	{0,	 2k+1
3

,	4}

OPÓ=¾Ð0Û`+{ 2k+1
3 }Û`+4Û`	이므로

¾Ð{ 2k+1
3 }Û`+4Û`=5의	양변을	제곱하면

{ 2k+1
3 }Û`+16=25,	 4kÛ`+4k+1

9 =9

kÛ`+k-20=0,	(k+5)(k-4)=0

k>0이므로	k=4

	 	⑤

6점	A에서	yz평면에	내린	수선의	발을	A'이라	하면	

AA'Ó=a

yz평면	위의	세	점	A',	B,	C와	선분	BC는	그림과	같다.

O y

z

A'

5

2
1

1 4

B

C

선분	BC	위를	움직이는	점	P에	대하여	점	P가	점	C의	위

치에	있을	때	A'PÓ의	값은	최소이고	그	값은	1이다.

이때	AP Ó  ="Ã	AA'Ó	Û`+A'PÓ	Û`="ÃaÛ`+1

"ÃaÛ`+1=2'3에서
aÛ`+1=12,	aÛ`=11이므로	a='¶11
또한	선분	BC	위를	움직이는	점	P에	대하여	점	P가	점	B의	

위치에	있을	때	A'PÓ의	값은	최대이고	그	값은	5이다.

이때

APÓ  ="Ã	AA'Ó	Û`+A'P Ó	Û`="Ã('¶11	)Û`+5Û`=6

이므로	APÓ의	최댓값은	6이다.

	 	②

4

삼각형	ABC의	무게중심의	좌표는

{ 5+(-3)+a
3

,	
7+1+(-5)

3
,	
(-2)+6+5

3 }

즉,	{ a+2
3
,	1,	3}	 yy`㉠

선분	AD의	중점의	좌표는

{ 5+1
2
,	
7+b
2
,	
-2+c

2 }

즉,	{3,	 b+7
2
,	
c-2
2 }	 	 yy`㉡

5

BCÓ	Û`		=(0-4) Û`+{0-(-1)}Û`+(t-0)Û`	 	

=tÛ`+17

이때	ACÓ=BCÓ에서	ACÓ	Û`=BCÓ	Û`이므로

tÛ`+2t+14=tÛ`+17

2t=3,	t=;2#;

따라서	점	C의	z좌표는	;2#;	이다.

	 	②

㉠,	㉡에	의하여

a+2
3 =3에서	a=7

b+7
2 =1에서	b=-5

c-2
2 =3에서	c=8

따라서	a+b+c=7+(-5)+8=10

	 	⑤

xÛ`+yÛ`+z Û`-4ax-12z+16=0에서

(x-2a)Û`+yÛ`+(z-6) Û`=4aÛ`+20

이므로	중심이	(2a,	0,	6)이고	반지름의	길이가

"Ã4aÛ`+20인	구이다.

구	(x-2a) Û`+yÛ`+(z-6)Û`=4a Û`+20이	xy평면과	접하므

로	구의	반지름의	길이는	6이고,	"Ã4aÛ`+20=6에서

4aÛ`+20=36,	4aÛ`=16,	a Û`=4

7
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정답과 풀이

ABÓ		="Ã{2t-(t+1)}Û`+(t-3) Û`+(1-5)Û`	 	

="Ã2t Û`-8t+26	 	

="Ã2(t-2) Û`+18

따라서	t=2일	때	선분	AB의	길이의	최솟값은	3'2이다.
	 	①

4

점	A(5,	-2,	3)에서	y축에	내린	수선의	발	B의	좌표는	

(0,	-2,	0)이고,

점	A(5,	-2,	3)을	zx평면에	대하여	대칭이동시킨	점	C의	

좌표는	(5,	2,	3)이므로

BC Ó  ="Ã(5-0)Û`+{2-(-2)}Û`+(3-0)Û`	 	

='Ä25+16+9=5'2
	 	⑤

2

APÓ		="Ã(a-4)Û`+(a-5)Û`+(0-6)Û`	 	

="Ã2aÛ`-18a+77

BPÓ		="Ã(a-1)Û`+{a-(-2)}Û`+{0-(-1)} Û`	

="Ã2aÛ`+2a+6

APÓ>BPÓ>0이므로	APÓ	Û`>BPÓ	Û`이면	APÓ>BPÓ이다.

그러므로

2aÛ`-18a+77>2a Û`+2a+6

20a<71,	a<;2&0!;

따라서	APÓ>BPÓ를	만족시키는	자연수	a는	1,	2,	3이므로	

그	개수는	3이다.

	 	①

3

점	H를	원점이라	하고	점	H에서	선분	EF에	내린	수선의	

발을	J라	할	때,	반직선	HJ가	x축의	양의	방향,	반직선	HG

가	y축의	양의	방향,	반직선	HD가	z축의	양의	방향이	되도

록	사각기둥	ABCD-EFGH를	놓으면	그림과	같다.

z

x

y

A B

CD

E F

H

J

G
M

5

구	(x-1) Û`+y Û`+(z+4) Û`=25가	xy평면과	만나서	생기

는	도형의	방정식은

(x-1)Û`+y Û`+4Û`=25,	즉	(x-1) Û`+yÛ`=9

이므로	도형	C는	xy평면	위의	중심이	(1,	0,	0)이고	반지

름의	길이가	3인	원이다.

점	Q에서	xy평면에	내린	정사영을	Q'이라	하면

Q'(4,	4,	0)

원	C의	중심을	C(1,	0,	0)이라	하면	원	C	위를	움직이는	

점	P에	대하여	PQ'Ó�ÉPCÓ+CQ'Ó이므로

PCÓ=3,	CQ'Ó="Ã(4-1)Û`+(4-0)Û`+(0-0)Û`=5

에서	PQ'Ó의	최댓값은	8이다.

따라서	PQÓ="Ã	PQ'Ó	Û̀ +QQ'Ó	Û̀É"Ã8Û̀ +2Û̀ =2'¶17이므로	PQÓ의	

최댓값은	2'¶17이다.
	 	④

8

본문 96~97쪽

10③	 2 ⑤	 3 ①	 4 ①	 5 ①

6 ③	 7 ⑤	 8 ①

기초 연습1Le

vel

점	P(a,	b,	2b)를	z축에	대하여	대칭이동시킨	점은

Q(-a,	-b,	2b)

점	Q(-a,	-b,	2b)를	zx평면에	대하여	대칭이동시킨	점은	

R(-a,	b,	2b)

PRÓ=2a=6이므로	a=3

즉,	점	R의	좌표는	(-3,	b,	2b)이므로

p=-3,	q=b,	r=2b

이때	-3+b+2b=12에서	3b=15,	b=5

따라서	a+b=3+5=8

	 	③

1

a>0이므로	a=2

구의	중심	(4,	0,	6)에서	xy평면에	내린	수선의	발이

(4,	0,	0)이므로

p=4

따라서	a+p=2+4=6

	 	6
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점	P는	xy평면	위의	점이므로	점	P의	좌표를	(p,	q,	0)이라	

하고,	점	Q는	zx평면	위의	점이므로	점	Q의	좌표를	

(r,	0,	s)라	하자.

선분	PQ를	1`:`2,	2`:`1로	내분하는	점이	각각	A,	B이므로

점	A는	선분	PB의	중점이고,	점	B는	선분	AQ의	중점이다.

선분	PB의	중점의	좌표는	{ p+4
2
,	
q+2
2
,	
0+b
2 }이므로

7

선분	AB를	지름으로	하는	구	S의	중심을	C라	하면	점	C는	

선분	AB의	중점이다.

C{ 0+4
2
,	
2+(-2)

2
,	
3+a
2 }에서

C{2,	0,	 a+3
2 }

점	P는	구	S	위의	점이므로	ACÓ=PCÓ에서	ACÓ	Û`=PCÓ	Û`

ACÓ	Û`		=(2-0)Û`+(0-2)Û`+{ a+3
2 -3}Û`	 	

=;4!;a Û`-;2#;a+;;¢4Á;;

PCÓ	Û`		={2-(-1)}Û`+(0-0)Û`+{ a+3
2 -2}Û`	

=;4!;aÛ`-;2!;	a+;;£4¦;;
이므로

;4!;aÛ`-;2#;a+;;¢4Á;;=;4!;aÛ`-;2!;	a+;;£4¦;;

따라서	a=1

	 	①

8

점	C는	선분	AB를	1`:`k로	내분하는	점이므로	

C{ 1_3+k_(-1)
1+k

,	
1_4+k_(-4)

1+k
,	

1_(-3)+k_3
1+k }

즉,	C{ -k+3
1+k

,	
-4k+4
1+k

,	
3k-3
1+k }에서

-k+3
1+k + -4k+4

1+k + 3k-3
1+k = -2k+4

1+k =0

이므로	

k=2

따라서	점	C{;3!;,	-;3$;,	1}에서

a=;3!;,	b=-;3$;,	c=1이므로

aÛ`+bÛ`+cÛ`={;3!;}Û`+{-;3$;}Û`+1Û`=:ª9¤:

	 	③

6

사각기둥	ABCD-EFGH에서

ABÓ=4,	BCÓ=CDÓ=DAÓ=2,	HDÓ=2이고

EJÓ=1,	HJÓ='3이므로
B('3,	3,	2),	D(0,	0,	2),	E('3,	-1,	0),	G(0,	2,	0)

점	M은	선분	BG의	중점이므로

M{ '3+0
2

,	
3+2
2
,	
2+0
2 },	즉	M{ '32 ,	;2%;,	1}

삼각형	DEM의	무게중심	I의	좌표는

» 0+'3+ '32 `

3 ,	
0+(-1)+ 5

2
3 ,	

2+0+1
3

¼

즉,	I	{ '32 ,	;2!;,	1}

따라서	

HIÓ	Û`={ '32 -0}Û`+{;2!;-0}Û`+(1-0)Û`=2

	 	①

p+4
2 =1에서	p=-2

q+2
2 =a에서	2a-q=2	 	 yy`㉠

0+b
2 =-2에서	b=-4

이고	점	B의	좌표는	(4,	2,	-4)이다.

선분	AQ의	중점의	좌표는

{ 1+r
2
,	
a+0
2
,	
-2+s

2 }

이므로

1+r
2 =4에서	r=7

a+0
2 =2에서	a=4	 	 	 	 	yy`㉡

-2+s
2 =-4에서	s=-6

㉠,	㉡에서	q=6

그러므로	점	A의	좌표는	(1,	4,	-2)이고,	점	P의	좌표는	

(-2,	6,	0),	점	Q의	좌표는	(7,	0,	-6)이므로

OPÓ	Û`=(-2)Û`+6Û`=40

OQÓ	Û`=7Û`+(-6)Û`=85

따라서	OPÓ	Û`+OQÓ	Û`=40+85=125

	 	⑤

정답과 풀이  57
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정답과 풀이

ABÓ="Ã('2-2'2	)Û`+{2-(-2)}Û`+(a-1)Û`

="Ã(a-1) Û`+18

ACÓ="Ã(-'2-2'2	)Û`+{b-(-2)} Û`+(1-1)Û`

="Ã(b+2) Û`+18

조건	(가)의	ABÓ=ACÓ에서	ABÓ	Û`=ACÓ	Û`이므로

(a-1) Û`=(b+2)Û`	 yy`㉠
또한

BCÓ="Ã(-'2-'2	)Û`+(b-2) Û`+(1-a)Û`

="Ã(a-1)Û`+(b-2) Û`+8

이고,	두	점	B,	C에서	xy평면에	내린	수선의	발	B',	C'의	

좌표는	각각	('2,	2,	0),	(-'2,	b,	0)이므로	
B'C' Ó="Ã(-'2-'2	)Û`+(b-2) Û`+(0-0)Û`

="Ã(b-2) Û`+8

조건	(나)의	BCÓ=2B'C'Ó에서	BCÓ	Û`=4B'C'Ó	Û`이므로

(a-1) Û`+(b-2)Û`+8=4{(b-2)Û`+8}	 	 yy`㉡
㉠을	㉡에	대입하여	정리하면

(b+2)Û`+(b-2) Û`+8=4(b-2)Û`+32

2bÛ`+16=4b Û`-16b+48

2bÛ`-16b+32=0,	2(b-4)Û`=0,	b=4

b=4를	㉠에	대입하면

(a-1) Û`=6Û`

a Û`-2a-35=0,	(a-7)(a+5)=0

a=7	또는	a=-5

a>b이므로	a=7

따라서	a+b=7+4=11

	 	11

2

점	B를	xy평면에	대하여	대칭이동시킨	점을	B'이라	하면	

B'(-4,	a,	-1)이고,	점	P가	xy평면	위의	점이므로

BPÓ=B'PÓ

APÓ+BPÓ=APÓ+B'PÓ¾AB'Ó이므로

APÓ+BPÓ의	최솟값은	선분	AB'의	길이와	같다.

AB' Ó		="Ã(-4-5)Û`+{a-(-1)} Û`+(-1-2)Û`	

="Ãa Û`+2a+91

이므로	"ÃaÛ`+2a+91=3'¶14에서
a Û`+2a+91=126

a Û`+2a-35=0,	(a+7)(a-5)=0

a>0이므로	a=5

3

본문 98~99쪽기본 연습2Le

vel

10④	 2 11	 3 ②	 4 ②	 5 ⑤

6 201	 7 ⑤

점	E의	좌표를	(p,	q,	r)라	하자.

직선	AB가	x축에	평행하므로	평면	AEHD와	평면	BFGC

는	각각	x축에	수직이다.

즉,	두	점	B,	G의	x좌표는	점	C의	x좌표와	같으므로	a이고,	

두	점	A,	D의	x좌표는	점	E의	x좌표와	같으므로	p이다.

직선	AD가	y축에	평행하므로	평면	ABFE와	평면	DCGH

는	각각	y축에	수직이다.

즉,	두	점	D,	G의	y좌표는	점	C의	y좌표와	같으므로	b이고,	

두	점	A,	B의	y좌표는	점	E의	y좌표와	같으므로	q이다.

직선	AE가	z축에	평행하므로	평면	ABCD와	평면	EFGH

는	각각	z축에	수직이다.

즉,	세	점	A,	B,	D의	z좌표는	점	C의	z좌표와	같으므로	c

이고,	점	G의	z좌표는	점	E의	z좌표와	같으므로	r이다.

그러므로	

A(p,	q,	c),	B(a,	q,	c),	D(p,	b,	c),	G(a,	b,	r)

이다.

선분	AE의	중점의	좌표는	{p,	q,	 c+r
2 }이므로

c+r
2 =-1에서	c+r=-2	 	 yy`㉠

삼각형	BGD의	무게중심의	좌표는	

{ 2a+p
3

,	
2b+q

3
,	
2c+r
3 }이므로

2a+p
3 =4에서	2a+p=12	 yy`㉡

2b+q
3 =0에서	2b+q=0	 yy`㉢

2c+r
3 =0에서	2c+r=0	 yy`㉣

㉠,	㉣을	연립하여	풀면	c=2,	r=-4

한편,	선분	AE의	길이는	AEÓ=2-(-4)=6이므로

ABÓ=12,	ADÓ=8

ABÓ=a-p이므로	a-p=12	 yy`㉤

㉡,	㉤을	연립하여	풀면	a=8,	p=-4

ADÓ=b-q이므로	b-q=8	 yy`㉥

㉢,	㉥을	연립하여	풀면	b=;3*;,	q=-;;Á3¤;;

따라서	a+b+c=8+;3*;+2=;;£3¥;;

	 	④

1
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점	C에서	x축에	내린	수선의	발을	H라	하면	H(0,	0,	0)이

고,	두	점	A,	B는	x축	위의	점이므로	ABÓ⊥CHÓ이다.

ABÓ		="Ã{6-(-2)}Û`+(0-0)Û`+(0-0)Û`	=8

CHÓ		="Ã(0-0)Û`+(0-p) Û`+(0-q)Û`	="Ãp Û`+qÛ`

이고,	삼각형	ABC의	넓이가	8'5이므로

;2!;_ABÓ_CH Ó=;2!;_8_"ÃpÛ`+qÛ`=8'5

즉,	"ÃpÛ`+qÛ`=2'5에서
pÛ`+qÛ`=20	 yy`㉠

또한	점	C에서	xy평면에	내린	수선의	발을	I라	하면

I(0,	p,	0)

BCÓ		="Ã(0-6)Û`+(p-0)Û`+(q-0)Û`	 	

="ÃpÛ`+qÛ`+36='¶56=2'¶14

BIÓ		="Ã(0-6)Û`+(p-0)Û`+(0-0)Û`	 	

="Ãp Û`+36

이고,	직선	BC가	xy평면과	이루는	예각의	크기는	30ù이므로

BCÓ_cos`30ù=BIÓ에서

2'¶14_ '32 ="ÃpÛ`+36

"ÃpÛ`+36	='¶42
pÛ`+36=42,	pÛ`=6이므로	㉠에서	qÛ`=14

따라서	p>0,	q>0이므로	p='6,	q='¶14이고
p_q='6_'¶14=2'¶21
	 	②

4

점	P는	점	C를	xy평면에	대하여	대칭이동시킨	점이므로	

P(a,	b,	-c)

점	A의	z좌표는	0이므로	점	A는	xy평면	위에	있고,	점	B의	

z좌표는	3으로	0보다	크고,	점	P의	z좌표는	-c로	0보다	작

으므로	두	점	B,	P는	xy평면에	대하여	서로	다른	쪽에	있다.

또한	점	A가	선분	BP	위의	점이므로	점	A는	선분	BP를	

3`:`c로	내분하는	점이고,	점	A의	좌표는

{ 3_a+c_(-2)
3+c

,	
3_b+c_(-9)

3+c
,	
3_(-c)+c_3

3+c }

이때	점	A(1,	-3,	0)이므로

3a-2c
3+c =1에서	3a=3c+3,	a=c+1

3b-9c
3+c =-3에서	3b=6c-9,	b=2c-3

즉,	

aÛ`+b Û`+cÛ`		=(c+1)Û`+(2c-3)Û`+cÛ`	 	

=cÛ`+2c+1+4cÛ`-12c+9+cÛ`	 	

=6cÛ`-10c+10	 	

=6{c-;6%;}Û`+;;£6°;;

따라서	aÛ`+b Û`+cÛ`은	c=;6%;일	때	최솟값	;;£6°;;	를	갖는다.

	 	⑤

5A

B

B'

P CD xy평면

점	A와	점	B에서	xy평면에	내린	수선의	발을	각각	C,	D라	

하면

ACÓ=2,	BDÓ=B'DÓ=1이므로	삼각형	APC와	삼각형	

B'PD는	닮음비가	2`:`1인	닮은	도형이다.

즉,	점	P는	선분	AB'을	2`:`1로	내분하는	점이므로

P{ 2_(-4)+1_5
2+1

,	
2_5+1_(-1)

2+1
,	

2_(-1)+1_2
2+1 }

즉,	P(-1,	3,	0)이므로	b=-1,	c=3

따라서	a+b+c=5+(-1)+3=7

	 	②

점	A에서	xy평면에	내린	수선의	발이	점	B이므로	직선	

AB를	포함하고	xy평면에	수직인	평면으로	좌표공간을	자

른	단면은	그림과	같다.

A

B

D

E

P
Q

xy평면

점	P는	xy평면	위의	점이므로	직선	AB와	직선	BP는	서로	

수직이고,	ABÓ=4,	BPÓ=3이므로	APÓ=5

직선	AB	위의	점	중	z좌표가	음수인	점	E를	중심으로	하고	

반지름의	길이가	6인	구가	직선	AP와	접할	때,	접점을	Q라	

하면	두	직각삼각형	ABP,	AQE는	서로	닮음이므로

APÓ`:`BPÓ=AEÓ`:`QEÓ

6
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ㄱ.	점	P의	좌표를	(0,	b,	0)이라	하면

APÓ		="Ã(0-1)Û`+(b-2)Û`+(0-5)Û`	 	

="ÃbÛ`-4b+30

BPÓ		="Ã{0-(-2)}Û`+(b-6)Û`+(0-5)Û`		

="ÃbÛ`-12b+65

APÓ=BPÓ에서	APÓ	Û`=BPÓ	Û`이므로

b Û`-4b+30=bÛ`-12b+65,	8b=35에서	b=;;£8°;;

2

두	점	A,	B는	z축	위에	있으므로	A(0,	0,	a),	B(0,	0,	b)

라	하고,	점	C를	C(p,	q,	r)라	하자.

직선	AC는	xy평면과	평행하므로	점	C(p,	q,	r)에서	z축에	

내린	수선의	발이	점	A(0,	0,	a)이고,	r=a이므로	점	C는	

C(p,	q,	a)이다.

삼각형	ABC의	무게중심의	좌표는

{ 0+0+p
3

,	
0+0+q

3
,	
a+b+a

3 }

즉,	{;3P;,	;3Q;,	 2a+b
3 }이므로

;3P;=1에서	p=3

;3Q;=2에서	q=6

2a+b
3 =3에서	2a+b=9	 	 yy`㉠

한편,	삼각형	ABC는	∠BAC=90ù인	직각삼각형이므로	

넓이는	;2!;_ABÓ_ACÓ이고,

ACÓ		="Ã(3-0)Û`+(6-0)Û`+(a-a) Û`=3'5이므로

;2!;_ABÓ_3'5= 9'5
2
에서	ABÓ=3

|a-b|=3이므로

a-b=3인	경우	㉠에서	a=4,	b=1이	되어	점	C는	

C(3,	6,	4)이고,	

a-b=-3인	경우	㉠에서	a=2,	b=5가	되어	점	C는	

C(3,	6,	2)이다.

따라서	점	C의	좌표가	(3,	6,	4)일	때	OCÓ의	값은	최대이고	

그	값은

OCÓ		="Ã3Û`+6Û`+4Û`	='¶61
	 	①

1

본문 100~101쪽

1 ①	 2 ④	 3 ④	 4 209	 5 42

실력 완성3Le

vel

구	S의	중심을	A라	하면	A(0,	8'2,	2)이고,	구의	반지름
의	길이는	6이다.

구의	중심	A(0,	8'2,	2)에서	xy평면에	내린	수선의	발을	
B라	하면	직선	AB가	구	S와	만나는	점	중	z좌표가	양수인	

점이	구	S	위의	점	중	xy평면으로부터	가장	멀리	떨어진	점

이므로	이	점이	P이다.

구	S와	yz평면이	만나서	생기는	원과	평면	a가	yz평면과	
만나서	생기는	직선은	그림과	같다.

O y

z

h

h

a

A

B

H P

점	B의	좌표는	(0,	8'2,	0)이므로	좌표공간의	원점을	O라	
하면	OBÓ=8'2
ABÓ=2이고	APÓ=6이므로	BPÓ=8

직각삼각형	OBP에서

OPÓ  ="Ã	OBÓ	Û`+BP Ó	Û`	="Ã(8'2	)Û`+8Û`	=8'3
∠BOP=h라	하면

cos`h= OBÓ
OP Ó

=
8'2
8'3

=
'6
3
,	sin`h= '33

한편,	점	A에서	평면	a에	내린	수선의	발을	H라	하면
∠PAH=h이므로

sin`h= PH Ó
APÓ

= PHÓ
6
에서

PHÓ=6_
'3
3 =2'3

그러므로	평면	a가	구	S와	만나서	생기는	도형	C는	반지름
의	길이가	2'3인	원이므로	그	넓이는	12p이다.
따라서	원	C의	xy평면	위로의	정사영의	넓이는

12p_cos`h=12p_ '63 =4'6p

	 	⑤

7

5`:`3=AEÓ`:`6에서	AEÓ=10

한편,	점	D에서	xy평면에	내린	수선의	발이	B이고,	

ADÓ=AEÓ=10이므로

점	D의	좌표는	(2,	1,	14)이다.

따라서	ODÓ	Û`=2 Û`+1Û`+14Û`=201

	 	201
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그러므로	y축	위의	점	P{0,	;;£8°;;,	0}에	대하여	

APÓ=BPÓ이다.	(참)

ㄴ.	ABÓ="Ã(-2-1)Û`+(6-2)Û`+(5-5)Û`	=5이므로

삼각형	ABQ가	정삼각형이	되려면

AQÓ=BQÓ=5이어야	하므로	BQÓ	Û`=25이어야	한다.

점	Q의	좌표를	(a,	0,	c)라	하면

BQÓ	Û`		={a-(-2)}Û`+(0-6)Û`+(c-5)Û`		

=(a+2)Û`+(c-5)Û`+36

(a+2)Û`+(c-5)Û`+36=25에서

(a+2)Û`+(c-5)Û`=-11	 	 yy`㉠

이때	임의의	두	실수	a,	c에	대하여	(a+2)Û`¾0,		

(c-5) Û`¾0이므로	㉠을	만족시키는	실수	a,	c는	존재

하지	않는다.

그러므로	삼각형	ABQ가	정삼각형이	되도록	하는	zx

평면	위의	점	Q가	존재하지	않는다.	(거짓)

ㄷ.	삼각형	ABR가	직각이등변삼각형이	되려면

ARÓ=BRÓ,	ARÓ⊥BRÓ	또는	ABÓ=BRÓ,	ABÓ⊥BRÓ

또는	ABÓ=ARÓ,	ABÓ⊥ARÓ이어야	한다.

점	R의	좌표를	(a,	b,	0)이라	하자.

Ú	ARÓ=BRÓ,	ARÓ⊥BRÓ인	경우

ABÓ=5이므로	ARÓ=BRÓ=
5'2
2
이어야	한다.

ARÓ		="Ã(a-1)Û`+(b-2) Û`+(0-5)Û`	 	

="Ã(a-1)Û`+(b-2) Û`+25

ARÓ¾5이므로	ARÓ=
5'2
2
인	점	R는	존재하지	않

는다.

Û	ABÓ=BRÓ,	ABÓ⊥BRÓ인	경우

ABÓ=BRÓ=5,	ARÓ=5'2이어야	한다.
BRÓ		="Ã{a-(-2)}Û`+(b-6) Û`+(0-5)Û`	

="Ã(a+2)Û`+(b-6) Û`+25

BRÓ=5에서	a=-2,	b=6

점	R의	좌표를	(-2,	6,	0)이라	하면

ARÓ		="Ã(-2-1)Û`+(6-2)Û`+(0-5)Û`	=5'2
이므로	삼각형	ABR가	직각이등변삼각형이	되도록	

하는	점	R가	존재한다.

Ü	ABÓ=ARÓ,	ABÓ⊥ARÓ인	경우

ABÓ=ARÓ=5,	BRÓ=5'2이어야	한다.
ARÓ		="Ã(a-1)Û`+(b-2) Û`+(0-5)Û`	 	

="Ã(a-1)Û`+(b-2) Û`+25

ARÓ=5에서	a=1,	b=2

점	R의	좌표를	(1,	2,	0)이라	하면

BRÓ		="Ã{1-(-2)}Û`+(2-6)Û`+(0-5)Û`	=5'2
이므로	삼각형	ABR가	직각이등변삼각형이	되도록	

하는	점	R가	존재한다.

Ú,	Û,	Ü에	의하여	삼각형	ABR가	직각이등변삼각

형이	되도록	하는	xy평면	위의	점	R가	존재한다.	(참)

따라서	옳은	것은	ㄱ,	ㄷ이다.

	 	④

ㄷ의	Û에서	점	R는	점	B를	중심으로	하고	반지름의	길이
가	5인	구가	xy평면과	접하는	점이고,	ㄷ의	Ü에서	점	R는	
점	A를	중심으로	하고	반지름의	길이가	5인	구가	xy평면과	

접하는	점이다.

구	S의	중심을	C(a,	b,	c)라	하고,	반지름의	길이를	r라	하

면	구	S의	방정식은

S:`(x-a)Û`+(y-b)Û`+(z-c)Û`=rÛ`	 yy`㉠

구	S가	xy평면과	만나서	생기는	도형은	㉠에	z=0을	대입

하면

(x-a)Û`+(y-b) Û`+(0-c)Û`=rÛ`

즉,	(x-a) Û`+(y-b) Û`=rÛ`-cÛ``(단,	z=0)

이므로	중심이	점	(a,	b,	0)이고	반지름의	길이가	"ÃrÛ̀ -cÛ̀인	

xy평면	위의	원이다.

즉,	r Û`-c Û`=28	 yy`㉡

구	S가	yz평면과	만나서	생기는	도형은	㉠에	x=0을	대입

하면

(0-a)Û`+(y-b)Û`+(z-c)Û`=r Û`

즉,	(y-b) Û`+(z-c)Û`=rÛ`-aÛ``(단,	x=0)

이므로	중심이	점	(0,	b,	c)이고	반지름의	길이가	"ÃrÛ̀ -aÛ̀인	

yz평면	위의	원이다.

즉,	r Û`-aÛ`=30	 yy`㉢

구	S가	zx평면과	만나서	생기는	도형은	㉠에	y=0을	대입

하면

(x-a)Û`+(0-b) Û`+(z-c)Û`=rÛ`

즉,	(x-a) Û`+(z-c)Û`=rÛ`-bÛ``(단,	y=0)

이므로	중심이	점	(a,	0,	c)이고	반지름의	길이가	"ÃrÛ̀ -bÛ̀인	

zx평면	위의	원이다.

즉,	r Û`-bÛ`=34	 yy`㉣

㉡,	㉢,	㉣에서	3rÛ`-(aÛ`+b Û`+cÛ`)=92	 	 yy`㉤

또한	구	S	위를	움직이는	점	P에	대하여	선분	OP의	길이가	

최대이려면	원점	O와	구의	중심	C를	지나는	직선이	구	S와	

만나는	점	중	원점	O에서	멀리	있는	점이	P일	때이므로	

"Ãa Û`+bÛ`+cÛ`+r=10	 yy`㉥

3
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기하.indb   61 23. 1. 4.   오후 1:51



정답과 풀이

점	B의	z좌표를	a`(a>0)이라	하면	ABÓ=a이고,

점	C는	선분	AB를	3`:`1로	내분하는	점이므로	BCÓ=;4A;

점	P는	점	C를	중심으로	하고	반지름의	길이가	;4A;인	구	S	

위의	점이므로

CPÓ=;4A;	 	 	yy`㉠

구	S	위를	움직이는	점	P에	대하여	직선	BP가	xy평면과	

만나는	점을	Q라	하면	점	Q는	xy평면	위의	점	A를	중심으

로	하고	반지름의	길이가	AQÓ인	원	위의	점이다.

조건	(나)에서	점	Q가	나타내는	도형의	길이가	24p이므로
2p_AQÓ=24p에서	AQÓ=12

점	P에서	선분	AB에	내린	수선의	발을	H라	하면	두	직각

삼각형	PBH,	QBA는	서로	닮음이고,	점	P는	선분	BQ를	

1`:`2로	내분하는	점이므로	BPÓ`:`BQÓ=1`:`3이고	

BHÓ`:`BAÓ=1`:`3에서	BAÓ=a이므로

BHÓ=;3A;	 	 yy`㉡

㉠,	㉡에서

CHÓ		=BHÓ-BCÓ=;3A;-;4A;=;1�2;

PHÓ`:`QAÓ=1`:`3에서	QAÓ=12이므로	PHÓ=4

직각삼각형	CPH에서	CPÓ	Û`=PHÓ	Û`+CHÓ	Û`이므로

{;4A;}Û`=4Û`+{;1�2;}Û`

aÛ`
16 - aÛ`

144 =16,	;1Á8;	aÛ`=16

a Û`=288에서	a=12'2
점	P에서	xy평면에	내린	수선의	발을	P'이라	하면

PP'Ó=AHÓ=;3@;a=;3@;_12'2=8'2

OPÓ	Û`=OP'Ó	Û`+PP'Ó	Û`이므로	OPÓ	Û`의	값이	최대이려면	OP' Ó의	

값이	최대이어야	한다.

xy평면에서	점	A를	중심으로	하고	반지름의	길이가	4인	원

을	C라	하면	점	P'은	원	C	위의	점이므로	OP' Ó의	값이	최대

이려면	점	P'이	직선	OA가	원	C와	만나는	두	점	중	원점으

로부터	멀리	떨어진	점이면	되고,	이때	OAÓ="Ã3Û̀ +4Û̀ =5,	

AP'Ó=4이므로	OP'Ó의	최댓값은	9이다.

따라서	OPÓ	Û`의	최댓값은

9Û`+(8'2	)Û`=81+128=209

	 	209

직선	AB를	포함하고	xy평면에	수직인	평면으로	좌표공간

을	자른	단면은	그림과	같다.

A
Q

B

C
H

P

xy평면

S

l

4

"Ãa Û`+bÛ`+cÛ`=x라	하면	㉤,	㉥에서

3r Û`-xÛ`=92,	x+r=10

두	식을	연립하면

3r Û`-(10-r)Û`=92,	2rÛ`+20r-192=0

r Û`+10r-96=0,	(r-6)(r+16)=0

r>0이므로	r=6

㉡에서	36-cÛ`=28,	cÛ`=8

c>0이므로	c=2'2
㉢에서	36-aÛ`=30,	aÛ`=6

a>0이므로	a='6
㉣에서	36-bÛ`=34,	bÛ`=2

b>0이므로	b='2
그러므로	구	S는	중심이	C('6,	'2,	2'2	)이고	반지름의	길
이가	6이므로	구의	방정식은

(x-'6	)Û`+(y-'2	)Û`+(z-2'2	)Û`=36

구의	중심	C('6,	'2,	2'2	)에서	y축에	내린	수선의	발을	H
라	하면	점	H의	좌표는	(0,	'2,	0)이므로
CHÓ		="Ã('6-0)Û`+('2-'2	)Û`+(2'2-0)Û`	='¶14
직각삼각형	ACH에서

AHÓ		="Ã	ACÓ	Û`-CHÓ	Û`	="Ã6Û`-('¶14	)Û`	='¶22
따라서	ABÓ=2AHÓ=2'¶22
	 	④

구	S의	방정식이

(x-'6	)Û`+(y-'2	)Û`+(z-2'2	)Û`=36

이므로	x=0,	z=0을	대입하면

(y-'2	)Û`=22에서	y-'2=Ñ'¶22
y='2+'¶22	또는	y='2-'¶22
따라서	ABÓ=2'¶22
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구	S와	yz평면이	만나서	생기는	원은	그림과	같다.

O y

z

A

B

T S

C

구	S의	중심을	S라	하고	점	S에서	z축에	내린	수선의	발을	

T라	하면	OCÓ-OBÓ=BCÓ=14이므로	CTÓ=7이고,	

STÓ='¶15이므로
SCÓ="Ã('¶15	)Û`+7Û`=8

즉,	구	S의	반지름의	길이는	8이다.
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OCÓ=OTÓ+CTÓ=8+7=15

이므로

ACÓ="Ã('¶15	)Û`+15Û`=4'¶15
한편,	구	S	위를	움직이는	점	P에	대하여	삼각형	ACP의	

넓이가	최대이려면	선분	AC의	수직이등분선이	구	S와	yz

평면이	만나서	생기는	원과	만나는	두	점	중	직선	AC로부

터	더	멀리	있는	점이어야	한다.

선분	AC의	중점을	M이라	할	때,	직선	MS가	구	S와	yz평

면이	만나서	생기는	원과	만나는	두	점	중	직선	AC로부터	

더	멀리	있는	점이	Q가	된다.

직선	MS가	z축과	만나는	점을	N이라	하면	두	삼각형	

OCA와	MCN은	서로	닮음이므로	

OCÓ`:`ACÓ=MCÓ`:`NCÓ

MCÓ=;2!;	ACÓ=2'¶15이므로

15`:`4'¶15=2'¶15`:`NCÓ

에서	NCÓ=8이고

MNÓ="Ã8Û`-(2'¶15)Û`=2

또한	SCÓ=8이므로	두	직각삼각형	MCS와	MCN은	서로	

합동이고

MSÓ=2
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그림과	같이	점	Q에서	z축에	내린	수선의	발을	U라	하면	

두	직각삼각형	NST와	NQU는	서로	닮음이고	

NSÓ=4,	SQÓ=8이므로	QUÓ=3'¶15
TNÓ="Ã4Û`-('¶15	)Û`=1

이므로	TUÓ=2,	BUÓ=9

그러므로	BQÓ="Ã(3'¶15	)Û`+9Û`=6'6
직선	RS는	yz평면과	수직이고,	두	직선	RH와	BQ는	서로	

수직이므로	삼수선의	정리에	의하여	두	직선	SH와	BQ도	

서로	수직이다.

HQÓ=;2!;	BQÓ=3'6이므로	직각삼각형	QSH에서	

SHÓ="Ã8Û`-(3'6	)Û`='¶10
직각삼각형	RHS에서

RHÓ="Ã8Û`+('¶10)Û`='¶74
선분	RH의	yz평면	위로의	정사영은	선분	SH이므로

cos`h= '¶10
'¶74

따라서	cosÛ̀ `h=;3°7;이므로	p=37,	q=5에서

p+q=37+5=42
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